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Vorrede. 
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l^s ist NvoVA ulcVit XU vetkenneo, dass, bei den vielseitigen Be- 
strebungen , die^ theüa zur JErweiteriing7 theils zur festem Be- 
gründung der transcendenten Analysis, mit so ausgezeichnetem 
Erfolge, angewandt worden sind, die Variations-Rechnung, wel- 
che unstreitig auf der höchsten Abstraction beruht^ zu der sich 
die Mathematik bis jetzt erhoben hat, zu lange unberück- 
sichtigt geblieben ist. Denn, in derselben Gestalt, in welcher 
sie von ihrem grossen Erfinder^ Lagrange, geschaffen, und von 
dem unsterblichen Euler weiter ausgebildet wurde, gieng sie^ 
oft leider noch auf eine sehr unvollständige Weise, in die 
Lehrbücher der Integral -Rechnung über, und befindet sie sich 
noch. Im Gegentheil ist sogar die Meinung ausgesprochen 
worden, dass entweder «s überhaupt nicht möglich seyn dürfte, 
ihr ein evidenteres Prinzip unterzulegen *}, oder dass solches 
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mxv mit Aufopferung ihr^r Einfachheit und Eleganz würde ge- 
schehen können *}• 

.JDer Verfasser der vorliegenden Schrift, der zwischen dem 
Prinzipe und dem Algorithmus in der Analysis einen wesentli- 
chen Unterschied zi^ finden glaubt^ kann so wenig die eine, 
als die andere dieser Aeusserungen unterschreiben, und es ist 
besonders die erstere, welche* ihn angeregt hat, seine Kräfte 
in dieser Beziehung zu prüfen. So entstand das Werk, wel- 
ches er hiemit dem mathematischen Publicum anzubieten wagt, 
und mit welchem er keine andere Absicht verbindet, als dem 

m 

Gegenstande eine DarsteUimg zu verschaff en, die, sowohl in 
Beziehung auf die Prinzipien, als. die Form, den Umfang, und 
den Zusammenhang, dem gegenwärtigen Zustiande der Analysis 
mehr angemessen seyn sollte. 

Das Werk zerfällt in vier Kapitel, voii denen das erste 

die Prinzipien des Calcfils enthalt. Der Verfasser fand es dem 

* ■ • 

vorgesetzten Zwecke angemessen, die bisherige, unstreitig etwas 
beschränkte DcihiiLion von Variation, und deren Versinnlichung 
durch ^eometiische Betrachtungen, gänzlich fallen zu lassen, an 
deren Statt eine allgemeinere, rein analytische zu stellen, un<^ 
die daraus erwachsende Aufgabe mit Beziehung auf die ver- 
schiedenen analytischen Hauptformen nach und nach zur Lösung 
zu vbringen. Dies ist der Inhalt des ersten Kapitels, welches 

*) Laecroixin der Vorrede au ielnem TVaiiS da cmIcuI diff. et integral. 
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also, der Form nach neu, BetraebtuDgen enthalt, die, mit einer 
geringen «Äusnalime, der Yariations-KechBung bisher fremd 

waren. 

Das zweite Kapitel beschäftigt sich vorz«gs.Veise mit dem- 
jenigen, was den Gegenstand der gewöhnlichen Variations-Rech- 
nung auszumachen pflegt, hier aber als eine besondere Auf- 
gabe, und, in gewisser Beziehung, von der niedrigsten Potenz 
erscheint» Der Verfasser schmeichelt sich indess, dass die 
Dar&teWuTvg dieser Materie, sowohl in Rucksicht der Ordnung, 
als der Form, Vollständigkeit und Allgemeinheit, gewonnen 
habe« » 

Das dritte Kapitel enthält die Anwendung der Variations- 
Rechnung auf die Bestimmung des Grössten und Kleinsten* 
In Folge des rein analytischen Standpunktes, von welchem der 
Verfasser seinen Ausl^uf genommen hat, wird auch diese Auf- 
gabe an eben dem Sinne aufgestellt, und für eine jede der 
Hauptformen zur Lösung gebracht. Damit die Bedeutung die- 
ses Problems und die Modificationen^ welche die Lösung, des- 
selben^ nach Mass^abe der zu Grunde liegenden analytischen 
Formel annimmt, desto klarer h^Vor tr^en^ wird dieselbe von 
Vorne aufgenommen, und bis .zu den unbestimmten Integral- 
Ausdrücken allmahlig fortgeführt. W^iewohl der Verfasser hier 
wiederum das Gebiet der gewöhnlichen Variatiöns- Rechnung 
zu betreten anfing; so forderte . dennoch .mehreres eine tiefer 
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eingehende Betrachtung. Die Weise^ auf welche &berhaupt 
nur der, dem Maximum und Mioimum gemeinschaftlichen Be- 
dingung genügt werden kann; der analytische Sinn der Gren^ 
gleichungen; Ihre Anzahl nach Massgabe der Form des vorge- 
gebenen Integral-Ausdruckes; die Art^ auf welche schon diese 
die Existenz eines Maximums oder Minimums bedingen; das 
driterium in dieser Beziehung^ aus der Variation der zweiten 
Ordnung entlehnt; die-Methode, Bedingungsgleichungen für di^ 
Grenzen^ besonders unter einem |;eoiiietrischen Gesichtspunkte 
^ gegeben, zu berücksichtigen, — dies sind die Punkte, welche 
er, thells zur Sprache zu bringen, theils umstandlichejr zu 
erörtern sich bestrebt hat, als solches bisher geschehen war. 
Zur VerdeutHchung des Gegenstandes ist dieses Kapitel mit 
Beispielen durchwebt worden. 

Um die Darste^ung der Methode, ^uf welche der Verfasser 
sein Hauptangenmerk gelichtet hatte, nicht zu ynterbrechen^ 
hatte er sich genöthigt gesehen, mehrere Bemerkungen, die 
nicht ganz ohne Interesse seyn tlürften, unerörtert zu lassen. 
Sowohl um diese nachzuholen^ als auch aus Rücksicht auf die 
Newtoüische Sentenz: in ^läsSiscendis scentUs ea^empla plus pro- 
sunt, quam pmeceptOy Ist ein viertes Kapitel hinzugefügt wor- 

« 

den, welches eine kleine Sammlung von Beispielen enthält, bei 
deren Auswahl also besonders die formale Seite in Betracht gezo- 
gen worden ist. Dieselben sind grösstentheils aus dem Wecke 
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jenm atiaaerordendichen Mannes ^ dessen Andenken die Kenner 
mit Recht ihre Verehrung und Bewunderung zollen » entlehnt 
worden» bekannt unter dem Titel: Methodus inveniendi lineas. 
curvas maxintt nUnimive praprietate gaudeiUes etc. Lausaimae, 
1744^ ^^^ Verfasser schmeichelt sich» dass eine aufmerksaine 
Vergleichung der dortigen Auflösungen mit den jetzigen den 
ihnen hier gewidmeten Platin reditfertigen werde. 

Die Vergleichung der vorliegenden Schrift mit der spate- 
sten Arbeit Laoi^anob's über diesen Gegenstand» und uahmeut^ 
lieh mit dem letzten Abschnitt in der zweiten Ausgabe seiner 
Lecons.aur le caicul des Functions, welche Ausgabe der Ver- 
fasser übrigens erst während der Bearbeitung dieses Werkes 
kennen lernte» wird zwar eine Uebereinslimmung in einigen 
der Grandbegri/Fe^ ab«r auch eine merkliche Verschiedenheit in 
der Entwickelung derselben wahrnehmen lassen; indem 96 be* 
sonders die , beabsichtigte grössere Allgemeinheit war» die den 
Verfasser zu seiner Darstellung führte. Die schönen Elimina- 
tions-Metlioden indess» mit welchen der^ grosse Mann seine 
Darstellung, obgleich nur factisch» ausgestattet hat» sind so 
viel als möglich benutzt worden. 

Zur sinnlichen Darstellung seiner Begriffe hat es der Ver- 
fasser angemessen gefunden» sich ein paar neuer Benennungen 
zu bedienen; und obgleich er sich übrigens» um sich gegen 
den Schein einer blossen Neuerungssucht so viel als möglich 
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tXL veiwabren, an tue Lei4>nitz-£ulersche Beteächnung, mcii 
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welcher die partiellen Differeazial-OoefKcientea unfildarAiroeft 
werden, anzaschliessen bestrebt hat, so sind die Klammem 
dennoch hin und wieder auch gebraucht worden, iim Expo* 
nenten an dieae Orössen anzuhangen. Sowohl mit Beziehung 
auf die eine, als auf die andere <]ieser Kleinigkeiten, wie auch 
mit Bezieliung auf die, aiier imgewandten Sorgfalt ungeachtet, 
zurfickgebliebenen Druckfehler, von denen ein Verzeichnlas dem 
.Weike beigef&gt worden ist, hoJQPt «r^ auf die Nachsicht der 
Kenner rechnen zu dürfen* 

Besond«!« erfreulich würde «s dem Vecfawer seyn, weoa 
es ihm' zugleich gelungen wäre, 'auch aur den Wenigen im 
Deutschen Vaterlande in ihren Bestrebungen einigen Vorschub 
zu leisten, die den innem Beruf fühlen, aich dem Studium eU 
ner Wissenschaft zu widmen, die unstreitig eben m sehr ihre 
Schwierigkeiten, als ihre eigeuthümllchen Heize hat. 
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ERSTES KAPITEL. 


Darstellung der Prinzipien der yariations- Rechnung. 
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.§.1. 

Bekanntlich ist der BegriflF cifter Funktfon von veränderlichen Grö8«> 
sen der Grun,(Ibegriff der gesammten Anaiysis« Fhnktion nennt man 
nehmlich jede Grösse, deren- Werth Ton dem Wertlie anderer Gröa* 
aen, die b\% unmittelbar gegeben angesehen werden, nach irgend ei- 
nem,, es sei bekannten oder unbekannten, Gesetze abhängig ist« Man 
pflegt eine solche Grösse auch wohl die abhängige, und die als un-' 
mittelbar gegeben betrachteten die unabhängigen su nennen« fn so 
fern nun letztere als veränderlich* angesehen werden, wird auch er- 
atere als veränderlich gedacht werden müssen« Die Betrachtung der 
Verändenang, welche der Werth einer abhängigen Grösse erfeidet 
wenn die Werthe der nnabhängigen geändert werden, enthält die 
Grundlage der Differenzial- Rechnung« 

Inzwischen i^t die Sache nooh einer modificirten Ansicht lahig. 
Anstatt nehmlich die veränderlichen Grössen, von denen eine Funk- 
tion abhängig ist, alle als unabhängig von einander und als unmiueU 
bar gegeben zu betrachten, wird man auch einige derselben als Funk- 
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tion«ii T^n den übrigen ansehen können , und zwar dergestalt, dlass 
die Gesetze der Abhängigkeit selbst Teränderlich und jeder beliebig 

gen Form fähig seien. - 

Es sei Nirgend eine gegebene Funktion ron x»y*t»,,, tfU,,.»;. 

in Zeicheo:. 

wo ÄJ, jf>, ». • • uumittelbar gegebene, e^ n.. . hingegen beliebige, von 
einander unabhängige Funktionen v«i x^ 7, z\ . • bezeichnen, so das«, 
wenn man diese durch ^Cx^y^z...J^ p(i)Cx^r^z^...J, u. a, w, andeutet, 
man habe: 

Alsdann ist es einleuchtend, dass der jedesmalige Werth ¥on V 
ein anderer sejn wird, jenaohdem für x^yjz..-. andere Werthe, und 
für ^ C^^y^z^.J^ ^{x) C^^r^^**Ot andere Funktionen von x^y^z^.^ 
angenommen werden. Die Betrachtung der Veränderung, welche für 
den Werth einer Grösse, wie F", entsteht, wenn die Werthe der nn- 
mittelbar gegebenen Grössen a;> j, z,... nebst den Formen jiener Fun- 
ktionen ^^o:^ Y^ Z..J, (P(i) Cx^y^ «...J..*. Aendtrangen erleiden, 
enthalt die Grundläge der VariAtions- Rechnung, 

5i au 
Beim eisten Anblick könnte es rielleicht etwas beschwerlicH 
acheinen, sich die Grftsaen (p(XjY^z...J^ ^ii^Cxjy^z.,.J m s. w*, um 
uns an die obige Bezeichnung zu halten, ihrer Form nacli, dergestalt 
als Teränderlich vorzustellen, dass zugleich die Werthe, wdche sie 
für bestimmte Werthe der als unmittelbar gegeben» betrachteten Grös- 
sen et^Fangefi, als stetig erscheinen; •—• eine Forderung-, auf welche 
nicht verzichtet werden darf,, sa fem f^ als eine stetige Grösse ge« 
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dacht werdf^n soll« In dieser Beziehung verdient hemerkt za werden, 
dass, da jp (.r, y, «.*.>>> ^^) C^^ J^ «-«-J «• 8, w., in ihren ^ all mähli* 
gen Veränderungen, stets FuuktioneQ von oc, y^ %..• bleiben | ihre In^ 
cremente, allgemein zu Teden, ^(eichfall? als Funktionen von X:,jr^z.^* 
gedacht werden müssen , und die Schwierigkeit darauf surückkommty 
sich diese nach Belieben klein oder gross zu denken, wenn gleich 
für x,y,z... bestimmte Werfhe zu Grunde liegen. Um diese Schwie- 
rigkeit zu heben, wird man sich die Incremente unter der Form 
<^fC^,y*^**J^ ßfii)C^^y^z\..J u. s. w, vorstellen können, wo a^ß... 
Grössen bezeichnen,* die von x^y^z... unabhängig sind, und durch 
deren jedesmalige Bestimmung die Incremente selbst jeden Worth er* 
lenken können. 

Der Kürze wegen wollen wir Grössen, wie x,y^z... in obiger 
Gleichung, absohu-unabhängige^ Grössen, vrie *rx,j,z....J,ip4,)fx^;^,Ä., J, 
relatii) • unabhängige y \m6. Grössen, wie /^, abhängige Grotsetk neu« 
nen. -Auch sollen die relativ* unabhängigen Grössen ^Cr^y^z.^.j^ 
^(aC^^y^ ^»-J ti. ^. w. durch einfache Zeichen, etwa A, u^,^ ihre In- 
cremente tLfC^3y>^n.\Jsßfi,x)C'^»y^z*.,J...^ sowie die Incremente 
von x^y^z... durch it^^u,.. 'ix,,^y,^z... dargestellt, und diese die 
f^ariationen von jenen genannt w erdenk; 


Ist demnach J^zsF[x^y^z..^ ^, m • . .] j wo x^y^ 7 • . • als a1>soIut-, 
^^ u ••• hingegen als relativ- unabhängig betrachtet werden, gegeben: 
80 ist es einleuchtend, dass die Veränderung von x»y^z..^ in x^ix^ 
y-^-^y-* *rf-^«.-.:» wiö auch die von t^u... in t'\-it^ u-^^u..,^ jede 
dieser beiden Gattungen von Grössen für sich betrachtet, sowohl ein- 
zeln, als gleichzeitig statt finden können; auch ist es klar, dass die 


'»1 


.-*^** 


-x'-i 
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Incremente der relativ -unabhängigen Grössen auf die Aenderiing der 
absolut -unabhängigen keinen Emfluss äussern, werden« Anders ver- 
hält es sich inzwischen hinsrchtlich der Incremente dieser letztem 
selbst. Da nehmlich t:^u...it^ iu... als Funktionen von ^,y,z... ge- 
dacht werden » sa werden ihre Werthe sich offenbar mit den Wer- 
tben dieser Grössen selbst ändern. Dieser Unterschied zwisfchea den 
gegenseitigen Einfluss der Aenderungen der absolut- und relativ-unab- 
hängigen Grössen ist für die klare Einsiebt in die Natur des GegeiF- 
Standes nicht ohfie Erheblichkeit^ und erzeugt für die folgenden Be- 
trachtungen eine Trennung^ auf welche wir öfters werdea zurück 
kommen müssen* 


Es sei, um d^er Sache näher zu treten, f^zsiF[x,yjZ... /^w...}? 
wO| wie vorhin/ x^y^z,.. fils absolut-i t^u,.. hingegen als relativ-un- 
abhängig angesehen werden. Anstatt t^u...^ als Funktionen von 
x^y^z..., denke man sich die Formen t^k^l^ u-^ k^u.,.^ und an- 
statt x^y^z... die Grössen x-^-'k^x^ y'\'k^y^ z-j-A^s».. gesetzt, wo 
k eine beliebige constnnte Zahl, S't^ iu... beliebige, von eirianc^er 
unabhängige Funktionen von x^y^z... und ix, iy, iz... beliebige 
Funktionen, erstere von x, die zweite von j> die dritte von js... ro- 
präsentircn; ferner denke man sich den, diesep Grössen correspon- 
direnden Werth von /^ mit ^cd bezeichnet, und die Grösse ^(x) — J^ 
nach steigenden Potenzen von k entwickelt» Da für A:=o> ff^^y^=,y 
wird, so siebt man leicht, dass das Resultat folgende Form haben 

wird: 

« » 

Weil nun für ks=zj. die Incremente k^t^kiu.„k^Xj li^y^ k^z.,.. 


DER VARIAHONS-RECHNÜNG. 

in die Variationen TOn ä?,^^-2..,/^,w... übergehen (§- a.)^ und 
Reihe sich^ in 

Terwandelt: so wollep wir 

I. C, die Variation der ersten Ordnung von /^ nennen, und mit $ V 
bezeichnen; 1.2 C^ Äott die Variation der zweiten Ordnung von V 
heiBseni und mit l'^V bezeichnet werden; allgemein 60U i.2.5....«.Cn 
die Variation der n»» Ordnung von V genannt, und durch J"»^ an- 
gedeutet werden. Hiemach efhalten^ wir als Definition 

^^^ *^ 1.2 * i.a.5 ' x.a.3.4. '* i.a.5...n ^ 

oder * 

■ ' f.j . ' i.a.5 » I.3.S-4. 1.23...» 

JDie Bestimmung der Variation irgend einer Ordnung einer vor- 
gegebenen Grösse 7^, 2. B. der n«», in welcher die Aufgabe der ei- 
gentlichen Variations- Rechnung besteht, kommt demnach avi die 6e- 

Stimmung des Coefficienten von — ^— ... in der Entwickelung von Z^,) 

nach steigenden Potenzen von k zurück, so fem man unter /^(,) die 
Grösse versteht, in welche /^übergeht, wenn man darin a:-|-A^a?^ 
y ^yk^^ z 4- hiz,., t-^-kitj u + kdu^,. an die Stelle von sc^^y^ ä^,. 


5^ 5- 

TJtn bei der Lösung, der so eben ausgesprochenen Aufgabe von 
dem Einfachem zu dem Zusammengesetztem fortzuschreiten^ wollen 
wir mit dem Falle anheben, wo P^^ die abhängige, Grösse, als eine 
algebraische oder transcendente Funktion von CQy als absolut*, und\^, 
als relativ- unabhängig betrachtet, gegel>en ist, und die Variation der 
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»ten Ordnung in »o fern bestimmt werden soll, aU diese von der Va- 
riation der relativ.nnabhängigen Grösse y abhängig ist. 

Es sei daher V=s. F Cx,yJ, folglich , indem man y + Jdy anstatt 

y setzt, , 

Setzt man nua 

^(0= F-\- C. A + C, *• 4- C, Ä» .. . + C. *• + C. + , .*»+», ..,- 
80 hat' man offenbar 

allgemein: 

Macht man hierin ä=o, so erlangt man ' 

fo fern, nach geschehener DiJQFerenziation, A gleich Null gesetzt wird. 
Nun ist,*) indem man/ und ä zugleich als veränderlich betrachtet. 

Setzt man aber / + äJ'/=7(x)^ wodurch dj-(-dÄiJj=d(^)}r^ und 
f^(,)=5-F(a:>/(i)) wird; so ist, unter derselben Voraussetzung, 

*) ^(0 '^^^ Fuoktioa dreier tod einander unabbängigeo Grössen jr, k, ^y aatehead. 


DER YARUTIONS-RECHNÜNa 

Man liat also die identische Gleichung 


^''''■o»^+(-s-)«=C)"^+c^;')»'*' . 


\nj 


folglich- 


\ fiy J — vd/(i) y* 


und 

aus derexr Verblpdang wieder um< 

folgt. Setzt man daher 

Da aber ^'ö) s= F'. (a?>^-f-Ä^7) i«t„ so i»«,, in Folge des so eben 
Erwiesenen^ 

folglich/ indem man diese Gleichung mir den zwei 
hergeheüden rerbinden 

Auf diesem: Wege fortschreitend Erlangt man. 
nnd: ans der Verbiadang dieser Gleichung mit (/) 

ao fem man nach der DiSer^nsfation. *äo setzt. 


der Tor- 


^ .* '^ ^^ 


■ * 1 1 — 


i*.';^«.«*, 



'* amr" if 
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Da nun offenlwr (^ ^ V &irJc = o, glÄch f^-P) ' und nach §. 4. 
X. 2. 3 ••• n Ca = ^ /^ ist^ 80 -hat raan 


» 4 


§• «. 


Es sei y=^F {x,y^zjj wo o? als absolut-, ^> a; hingegen als re- 
lattv- unabhängig betrachtet werden. Lässt man j- in j^-f- Ä^^^ und 
z in Z'^kiz übepgeheni so erlangt man, indem man den correspon- 
direnden Werth von V mit ^o bezeichnet, 

Um diese -Grösse nach Potenzen von k zu entwickela« wollea 
wir cUe 'Grösse fVitiS=F(pa,y -i-^^y, a-f.Ä3'«) betrachten, welche 
in. P^ii) übergebt, W)snn man A =ss k setzt, und uns diese :nach Potea- 
zen und Produkten von k und A entwickelt vorstellen. Da für k. 
hs=Oj W(t) gleich 1^ ist, so wird man haben 

d- Ä^i»*3 4-.-Än^3Ä3p„.3.3 -I-..., 


+ ÄPo,i +ÄÄP,., 


•k'^ht P: 

• 

: 


*!"••♦ 


Durch wirkliche Differfenziatfon überzeugt man sich sehr leicht, dass 

"1 * St. 3. •..in-«).! .3.3...r 

ist, wenn man nacli xler Differenziatiön Ä=o^ *==o setat 


• V 


Ilimigi 


DER YARIATIONS-RECHiVUJ^G. 


niKf nach der Gleichung (TT) des Torigen §'s, 






ist; S€> ist 


iPo-iwt s^ •• 




<o 


i..a.3,...(n-r). i.a. 3. .,.r 

S€> Ihm man nach der Differenziation ä = o und A:=^o setzt 

Setzt man nun in obiger G/eichung ä==ä, iivo4urch ^(,^ in ^ 
übergeht, so erlangt man die Form 

WO Om dem Inbegriff aller Pn-i^r, Tön r =: o bis r = ^ eingeschlosseii) 

r Q 

gleich ist. Beseichoet man daher diesen Inbegriff mit ^"-^ O 
so erlangt man 

Cn 

1. * S.» -vo-r).!. a. 3....r 

wenn Txiai^ xkach der Differenziation ä=o, kz=zo setzt. Überlegt man 




Pn. 


»•V. 


, dass nnter dieser' Bedingung ( '^'' ^ '> ) = f^" ^ V ist 

^d^-'dc' -^ ^d^-» dz» / 

S W'-^^^^ i 


so 




oder, wenn mao, der Symmetrie wegen, n — r = r setzt, 


Lp_._ «T 


_V-_t 
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-f-i' 


d'+'' V 


Cn=: 


!• a. 3—«' 1.3. 5... i' ' 


^yO unter der, sich unter^dem Zeichen S befindlichen Grölse der la- 
begriff aller Formen von, r-{-r' 2ur Summe n verstanden ^ nnd der 
Zahlen -Divisor = I.2.3«»*'» i/vird, wenn eine \on den Grössen r^r^ 
gleich Null ist Da nun^ der DefinitioiK gemäss, ^ /^= 1.2. 8. «./»»Ca 
ist, 80,;hat man 

'+'' ( d'+'>N ' ' 


sv 


i.3-3***'*A*3*3**** 


§• 7- 


Es aey ganz allgemein J^^==F (x^y^z^t^u.^.jj, vro x als absolut^ 
Y^z^tj.u..^ hii9gegen als relativ* unabhängig angesehen werden. Sub- 
alitttirt man j+Ä^/^i + Ä^^ t-^hit^ u^k^u... anstatt ^^^^^u...^ 
und be^ichnet den entsprechenden Werth von P^taxx. /^d^ so hat man 

Um die Coefficienten* der verschiedeneq Potenzen von k in der 
Ent Wickelung 

zu bestimmen, wollen wir die Grösse 

/:r(,) = -F{ ^>r+**r> z+**^. ^^S^^* a+yia,...} 
betrachten, die in Vn) übergeht, wenn man h^=:zg:s=:f...z=zk macht* 
Denkt idan sich diese Grösse nach Poteiii^en und Producten von 
k^hsg^f.. entwickelt, so wird man, da für k'=z.o^h=:i0^g^=LO^f^=zo.., 
JVij) in V übergeht, folgende Form haben:] 


j 


A*. •' 


-^ V/i 


Der vabiations-rechnung. 


IX 


-{■ y* Po,o,o,a... -j--.. 

+ g/ Po,o,i,\ , . . +••• 
deren allgemeines Glied oflFenbar, durch die Form • 

dargestellt werden kann. Auch .hat es, nach dem Voibergehenden 
Schwierigkeit, einzusehen, das« 


IdÄ' dVdg''^ f 


3,..r, 1. a* 3..,r « i. 9« 5. 

18t, SO fern man darin nach geschehener I^ifferenziation Kh^g^f,... 
gleich Null macht. Ferner ist, wie man sich leicht überzeugt^ 

XdiTÄiP dg'' d/«' • • • J \ d/' dz-' df d«'— / 

und, für den Fall der so eben bezeichneten Wertha von Kh,g,f,,, 
\ dy» ds'^d^'d»'"^ / "" \ d/» d«''d<^d«»"- /' 

^^ ' 1. a. 5... r. i.a.3...i'. iTäTyrrr?. i.a. 3... /TTT 

Setzt man nun in det Entwickelung TOn fV^t^ hs:zgzszf..^ssih^ 
wodurch ff^,) in 


'1 * 


•f 


* ■ itrk ^ 
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übergeht, und 

Cn= i^' «^ Pr.rW.A- 

iAt; SO erlangt man 


>-^=..,.ä...,x """'"" S \-^^'- ü^^^?^ "" "■•"'•" . 

WO der Zahlen - DWisor einer ^ der des vorigen §'6 ähnlichen Bemer- 
knng unterworfen ist* 

Man wird sich leicht überzeugen, dal», so fern man bloss die 
Variationen der relativ- unabhängigen Gröseen berücksichtigt, dieses 
Resultat von der Anzahl der zu Grunde liegenden absolut- unabhängig 
gen Grössen gänzlich unabhängig, und daher allgemein gültig ist; 
nachdem der Unterschied, den eine vermehrte Anzahl absolut- unab- 
hängiger Grössen, unter dieser Voraussetzung, erzeugen kann, bloss 
die BedBututtg der Variationen ly^lz^lt^iu...^ betrifft, die als Funk- 
tionen von diesen gedacht werden. 

Es darf hier aus der Differenzial-Rechnung ab bekannt vorausge- 
setzt werden, dass, wenn man in /^=uP(a?^^^sj^^u,«.) x als con- 
stant, und j^ z^^>u«.. als veränderliche, von einander unabhängige 
Grössen betrachtet, alsdann 

d" f^=:i.2.3—nX ^ •^^^— ^^ — " , " . ^ y j-OBT— 

^^ 1.23.. r i.a.5.. r, i.a.3 ..r • ».o5.#^. 

ist Vergleicht man mit diesem Ausdrucke den für i^ V oben gefun- 
denen^ so sieht man, dass sich letzterer ausersterm dadurch ableiten 
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lässty dass man die Variationea an dla Stelle der DiiFerenzialien, oder 
kürzer, ^ an die Stelle Ton d setzt« 

Das Resultat, 2u welchem wir durch die bisherigen Beetrachtun- 
gen gelangt sindi ist also folgendes: Ist /^irgend eine algebraische 
oder transcendente Fanktion von KV^j^^z^t^u^.^j. von denen einige als 
abaolat-y die übrigen aber als relativ- unabhängig angesehen werden: 
60 erhält man die Variation der n^«°. Ordnung dieser Grösse^ so fern 
dieselbe aus den Variationen der relativ -unabhängigen Grössen ent- 
springt, und die Variationen der absolut-unabhängigen Grössen unbe« 
Tücksichtigt bleiben I wenn man von f^^ als eine Funktion eben so 
vieler von einander unabhängigen Grössen betrachtet, das vollstUn« 
<]jge Differenzial der n^^ Ordnung entwickelt, und darin i an die ^ 
Stelle von d setzt 

Endlich, da ^^ P^= d« J^ ist, so fern man ^ an die StelFe von d 
setzt; so ist auch, unter gleicher Voraussetzung, ^m+n /^rsd^+n /^'^ 
^m^^n /^=d«(^p P^Jund d«(^n /^=dmfdn FJ; mithin, unter derseU 
ben Bedingung, ^(^n ^=d«+» ^^ und dahpr i^ (^n ^ = ^m+n K 

§• 9- 
Die Einfachheit der hinsichtlich der Bestimmung von i*^ V so 

eben ausgesprochenen Regel rKhrt bloss von dem Umstände her, dass 
die relativ-unabhängigen Grössen, in ihren Veränderungen,, als voll- 
kommen unabhängig von einander angesehen werden. Dieselbe hört 
aof, so bald man auch den Einfluss der Variationen der absolut- un- 
abhängigen Grössen zu berücksichtigen wünscht, indem diese zugleich 
Veränderungen in den relativ- unabhängigen Grössen und deren Varia- 
rionen erzeugen. Um dieses mit der gehörigen Klarheit einzusehen, 
br/iucht man nur zu überlegen, dass hier, für V^=^F{x^y^Zst^u..^^ 
wo 30 als absolut-, y^z^t^u.** sk^^t als relativ -unabhängig angesehen 
werden , Ton zwei verschiedenen Zuständen des Werthes von V die 


I 
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Rede lÄt, von denen der eine durch V^ der andere aber durch /^d re- 
präsentirt wird. Bei dem ersten liegen Vir y,z,tsn..;, die. Formen 
y^z^t^u... und für x der Werth ac; bei dem letzten hingegen für 
fjZ^tsU... die Formen ^+ä^j^ z-^-k^z, i-^-k^i^ m+ä^m... nnd 
für X der Werth x-^-k^x zu Grunde. Um den ersten Werth von /^ 
aus dem obigen allgemeinen Schema abzuleiten^ \vird man darin an- 
statt der unbestimmten Zeichen ^^z^i^^z^.*. die als bestimmt gedachte 
Formen y^z^t^u..,j und für das unbestimmte x das als bestimmt be- 
trachtete X setzen können. Eben so wird man, was den W^rth von 
^(,) betriift, erst anstatt j^,z>^^w.... die bestimmten Formen ^-f"^^^^ 
z^k^z^ t-^-k^t^u-^^u... und alsdann anstatt des unbestimmten x 
das bestimmte x-f-A^x substituiren können. 

Diese Betrachtung bezeichnet zugleich das Verfahren , welches 
.man wird anwenden können, um mit Berücksichtigung der Variatio- 
nen der absolut- unabhängigen Grössen zu der Variation irgend einer 
Ordnung von f^ zu gelangen. Es sei y=:F(x^y^z^t^u...J, wo bloss 
X als absolut- unabhängig angesehen wird, und 

^ s i.a.3..n ■ ■ 

Substituirt man hierin x-{-k^x anstatt x^ so verwandelt sich 

^iB^-i- da? ' i.2.da:« i«a.3« da;* ' i.2.3.../i dam ^^ * 

_ii_»«nn ...... — x^— r;^ . 

i*2*3M»n _w i«s«3»«»n T" 



• • • 


k 
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Ordnet man also das Besoltat nach Potenzen von A und rer- 
gleicht selbiges mit 


«o erlangt man 




§. 10. . 

Werden aber in ?^==Frx,7*2,/^^«.;.^ cc und ^ zugleich als abso- 
lut« s^e^u... )üiig^ea ttift relaü^-uiiabbängig angesehen; so wird man, 
Sndem man 

setzt, hierin anstatt x und j' allenthalben a>f-Ä^Xj J'+ä«^;' zu substitni- 
ren, und das Reaulut nach Potenzen ron k zu entwickeln, babea. 
Unter dieser VoniuseUiuig verändert sich nach §.6. 

'^ ~ »,a..j.iA y T^ ».a...r.i.a..,i' t^ I^TTIXIF 

Af^^ia ^ jH-r'» ^ ^ d'+''^ 


>J^ü» 
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Ordnet man daher das Resultat nach Potenzen von k 
gleicht solches mit 


r(x)=>^+Ä»^+4r *'^+r~r *' ^+-^" 


I.A 


SO erlangt man 


jo y 


Z«2.3*««D X 


1.9.3 

n 




n 2 


+-^ 


2* 


l 


n-3 


(•s.3M.a 


- >«f'+« 


« • 


I a .,r,i.8...i' 


Jx» y 




i.-fl...r i.a.,,!' 


s 




i.2..>i' 1-3. y 


S 


x.3,..r,i.3.«fi 




\ ^^1.3.3,..^ I 3...r tiÜ-ndf 


ver- 




+' Z ^" |!^ 

t.ff. ,n ' i r^ 

Im Allgemeinen geht hieraus hervor, wie zu verfahren seyn wird, 
wenn in dem Vm'V gegebenen Ausdruck, ausser x und j<, noch meh* 
rere absolut -unahhängige Grössen verbanden sind, und wie die Ver- 
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«7 


wkkelang des Endresultates sammmty je nachdem die Ajusahl dieser 
GröiSWk eich Vermehit. 

Ist P^j als Funktion von x^y^z^t..^ nicht tintnittelbar/ sondoi^ 
durch eine Gleichung gegeben, so lassen sich daraus , vermittelst des 
Vorhergehenden, ähnliche Relationen für die Variationen der ver- 
Bchiedenen Ordnungen von /^*mit Leichtigkeit ableiten. 

Ea sei die* gegebene Gjeichung -F[^^a?>^^z>^...3 =3 o, wdcho 
vrir, der Kürze halber, durch J^=:a darstellen wollen, und wo, um 
die &egT\Se &u fixiteUf x als absolut*, j^^z^^.«. als relativ* unabhängig, 
/^ als abhängige und //^ als eine algebraische oder transcendente 
Funktion V4in diesen Grössen betrachtet werden soll. Da /^, als 
Funktion von j^^z>/..., durth die Substitution von J' + ^'J^^is-f-Äjl^^ 
^-f-Ä^^.«, an die Stelle yon jr^z^t^., nach §. 4. übergeht in 

80 hat man 




•) 


unabhängig von k^fy^^z^it..* 

Bntwickelt msn daher den Ausdruck auf der linken Seite des 
Glesciiiieitazeichens nach Potenzen von A, so erhält man die Form 

mithitm 

/F==o,C,c=:o,C,=so# C^:=^o, U. S, We 

I>ie erste dieser Gleichungen ist nichts anders, als die vorgege- 
bene seibat, und die zweite enthält, indem C^ von IV abgängig ist^ 
eine Relation für' iy^ Da nun CissiJ'y ist, so fern F' als eine rela- 

£53 


(iJHr»* 




\ 
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tiv • unabhängige Grdsae betrachtet Wird: «o hat man, unter eben 
dieser Voraussetzung, 

als Gleichung für die Var»««*^ ^er ersten Ordnung von V. 

i^uiMxftiznT man femer in iPf^ anstatt ^jZ^t.., die Formen /4^^' 
^•f-A^Zj ^-f-^^^"* ^^^ überlegt, dass zugleich • - ' 


und Fm^F^fF.^-^l»F-^ — i*F+ 

a*9 1 a«Jb*^ 


• • 


Cf. 4)^ 


(^- 8) 


übergeht; so erliangt man^ indem man das Resultat ttach Potenzen 
von k entwickelt^ die Form 

unabhängig von k; folglich , 

Da nun 6^/^ die Grösse 9^ P" enthält und gleich 'UTV=^^PP^ 
ist (§. 80» sofern man V und ^f^ als relativ- unabhängige Grössen 
betrachtet» und zugleich die identische Gleichung ^^^=^*/^ be- 
rücksichtfgt : so hat man, unter derselben Vorausaetzong» - 

als Gleichung für die Variation der zweiten Ordnung von ^ 

Im Allgemeinen geht hieraus hervor , dass die Gleichungen für 
die Variationen der verschiedenen Ordnungen von T^ durch allmälili-^ 
ges Variiren der vorgegebenen aus* einander abgeleitet werden kön- 
nen , indem man sowohl V^ als deren Variationen als relativ - unab* 
hängige Grössen betrachtet, und dabei die identische Gleichung 
^m ^n jr— ^m^-n y berücksichtigt. 

Es leuchtet ein, dass die auf diese Weise für <fo ^. unmittelbar 


\ 


RECHNUNG, 


^d 


hervortretende Relation zugleich die Variationen aller niedrigem 
Ordnungen von ^ enthaltefn wird, welche also durch die vorherge- 
henden Variations - Gleichungen elihrinirt werden müssen , so fem 
man ^ /^ bloss durch a^^y^z^t.^.S'r^h.h... ausgedruckt zn erhalten 
ivunscht. Hat man nun auf diese Weise ^n /^, 50 fern diese Grösse 
YOn den Variationen der relativ-unabhängigen Grössen dependirt, ent- 
ivickelt; so wird ^an daraus solche mit Berücksichtigung der Varia« 
tionen der absolut - unabhängigen Grössen pach den §, §. 9 und lo 
ableiten können« 

Bis bteza betrachteten wir bloss algebraische oder transcendente 
Funktionen. Allein ^ Icönnte auch vermittelst DlfiFerenziarion aua 
einem, solcker Gestalt gegebenen Ausdruck; abgeleitet werden müssen. 
Es sei 

d«« da:*, . 

■WO x^ als absolut-, y.z^^.. aber als relativ- unabhängig angesehen 
■werden. Abstrahirt man von der Variation von a:, so ist 

„ d< F{x, y-\- Kiy, z + kU. t + Tut,., 

oder, indem man diesen A.usdrucknach Potenzen von >l entwickele 


Da nun nach §« 4 
istr so liat man 


1.8 


doA 


V2^ dx< 


iiffl««fii 


dxi 


r+ o^+*I.,. r+*^ ».^+..±_ ^^.., 


L 


« > » ." 


I 


aQ KAP^ I. DARSTELLUNG DER PRINZIPIEN 


' wo ^* JV. nach §• 8 bekannt ist 


AxK 


§.13. 

Das Resultat bleibt -dem vorigen yollkommen analog , wie viele 
absolut -unabhängige Grössen auch in JV zu Grunde Hegen« Es sei, 
um dieses näher au zeigen, 

vro x^jr^z... als absolttt-| t^u.^. aber als relativ- unabhängig angesehen 
vrerdeni und 

Snbstitnirt man hier /+A^^# u^hiu... an die Stelle von t^t$...^ ao 
erlangt man * 

oder, indem man diesen Ausdruck nach A: entwickelt^ 
Nach §» 4* bat man daher 


§•14. 

Man übersieht leicht , dass sich auf eine ganz ähnliche WeisCi 
und in Folge der §• §• 8 und x5 ergiebt 
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:*I 


V"(V*;Os=:>'"- 


da?Cdjr<'cLe< « 


•• 


a<+f+<''-- >"*+* ^P" 


dxCdjrtd&i'' 


SS }qH-ii f^:= ^m+n 




ff« 


d«<dy«l'd8<".- * 


mithin 


!«■+» 






'woTKos Eeraer 


folgt 


soH-a 7 y_ — . >m ^_ L — -— , * ^- 

d«^djfdzf*,„ da^ djri» ds'» ... d«^ dj^/» d«^^.. 


§. i5. 


t 

Di6 yorigen Resultate finden nur in 'so" fem statte ab man von 
den Variationen der absolut* unabhängigen Grössen abstrahirt. Um 
aber auch diese zu beriicksichtigen, vätdient «wogen zu werden, dass 
alsdann yon zwei yerscbiedenen Zuständen des Wertbes von V^ durch 
T^ und i^(,) repräsentirt, die Rede isf. Bei dem ersten liegen für 
die relativ - unabhängigen Grössen die Formen t^u... und für die 
abso/ut-nnabhangigen Grössen die Werthe or^/^js.., zu Grunde; wäh- 
ren für den zweiten die Formen t^klt^U'\'kiu.\. und die Werthe 
x^k^ccj y-^^kiy, Z'\'k^z.^. gelten* Um die Begriffe zu fixisen, 
woliea wir 

dxC 

neiimexi^ und darin x allein als absolut« , die übrigen Grössen aber 
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als relativ- uni|bhängig betracht<»n., Substituirt man hier y-\^kly^ 
z-^-kh^ t-^-kh.^ an die Stelle yon y^z^t.., und x-^-hix^rzx^i^ an 
Stelle von o^; «o eriangt man 

^^*>= — ^ — d^r— ' — 

Nun ist offenbar 

m 


n> 


dx< 


"••• 


60 fern man in dem Ausdrucke auf der rechten Seite des Gleich- 
heitszeichens nach geschehener Differenziatton ;: .;=ar-|-Ä^a; an die 
Stelle von x setzt. Bezeichnet man daher die Variationen der ver- 
schiedenen Ordnungen von ^, so fern sie von den relativ-unabhängi- 
Grössen dependiren, mit ^^ ; so hat man 
d« Ffx .y4- A>y.z+A»g.t+A>f^O __ ^n fri/^ ^, y. ]^ j , gr i ... ^ ^ yt_ 

Setät man nun hierin X'\'k^x an die Stelle, von x^ entwickelt das 
Resultat nach Potenzen, von A, und vergleicht solches mit 

so erlangt man nach §/9* 

I« fl. 3. 4...(n r) dxn-r 

Man überzeugt sich leicht, dass die Resultate diesem vollkommen 
analog bleiben, wie viele absolut- unabhängige Grössen auch bei dem 

' für y gegebenen Ausdruch zu Grunde liegen mögen.; nur wird die 
Verwickelung derselben .auf die in §. lo näher bezeichnete^ Weise 

. sich vermehren^ je nachdem die Anzahl dieser Grössen zunimmt* 


»* <» 


i 
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a3 


X>^e Grösse J^ könnte auch vermittelst Integrution aus irgend ei- 
ner algebraischen oder transcendenten Funktion von xyy^z..^ abgelei- 
tBt vr erden müssen. Es sei, um diesen Fall zu betrachten^ 

*wb oc als absolut«, j'^ ;s^ ^•*. aber als relativ-unabhängig angesehen* weiw 
dea sollen, und 

4 

iRPO fi andeutet, das$ die unter diesem Zeichen befindliche Grösse 
o mal hinter einander integrirt werden soll. Es ist sogleich klar, dass, 
da das Integral ^ beliebige Constanten enthalten wird, für einen ge- 

d£^ d^ 

d^ '^ 

eingeschlossen, zngleich gegelien seyn müssen, wenn für be*. 


vrissen Werlh von or, z. B^ x=:a, die Werthe von F^^ -3^^ ;r~_v, bis 


d;z«-* 

stimmte Formen von^^z^^..., und einen bestimmten Werth von a:, 
^ ^ der Werth von P^ ebenfalls bestimmt sejn soll. Dieses vorausgesetzt, 
hat man, so fern man von der Variation der absolut -unabhängigen 
Grösst abstrahirt, 

folgUtA, indem man fV(^y nach Potenzen Ton k entwickele 


r^s^ß WdaAJ^f »^dxC+il/e ^'^d^^+.^J^ J'^dar« 


• • • 


*" 


• • 


l.s.3...n 


ßv^ Frdx^+... , 


und daher 


W^p\^WdxK, 
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so fem die ^ Con^tanten den gegebenen Bedingungen gemäss be- 
stimmt werden« In dieser Bezielrahg wollen wir annehmen ^ dass uns 

df^d»?^d3f^ dt'ipr 
die Werthe von ^.^ ^^^ dx^'^db^TT. f" ^=^ gegeben seien. 

Alsdann werden alle Werthe / deren .diese Grössen nach Massgabe 
der Veränderungen Yon y^Z:,t.: ßihig sind, das Gemeinschaftliche ha- 
ben, dass sie für w=a einander gleich sind« Man hat daher ganz all« 
gemein fiir xzs=a und unabhängig von k^ 

djF . dwF 

mithini da . - " 

d^f^ro d^r,,d^l^ ,*» d ^»«r, *^ d^t^r, 
■■ ■ ■ =s — -|-A— — 4 — { w- — - f 

da/* da/* da/* I** da/^ i*a«5*«^ da/* 

ist, gana allgemein^ '^ 


'••• 


dx^ 


SO fern man ocssa setzt 


§• 17- 


Das obige Resultat Jst allgemein gültig , wie viele absolut* unab- 
hängige Grössen auch rorhanden seyn mögen* 
Es seil um dieses näher zu zeigen^ 

wo x^y^z... als absolut -^ t^u... hingegen als relatir-nnabhängig be- 
trachtet werden, und 


iiii4 
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^^ jr«+<-H'' ' andeutet, dass die unter diesem Zeichen befindliche 
Grösse ^ mal nach x, während j^^z...^ ^ mal nach ^, während x^z.:. 
^ mal nach z, während x^jr^.^ it «. w/«ls constant betrachtet wer- 
den, integrirt werden aolL 

Man hat alsdann, ao fem man von der Variation der absolut- 
imabhängigen Grössen abstrahirt, 

mitbin, indem man diesen Ausdruck nach Potenzen yon A entwickelt 

rio =/v+<'+«"- ->^d^dyd«<". , . +Äy'«+^+r. . . >;Fdx«dyd8«". . , 
+^/<+«'+c' • -l'^'dxed^d*«'... +-i:3^3^e^+<'. j-^dx«dy«'ck«',.+ 

Ä. 8. W.J 

folglich, dieses Resultat mit 

rergleichend. 

Hiebet verdient aber bemßrkt zu werden, dass, da hinsichtlich 

p^ jede Integration nach x eine beliebige Funktion von v^z,,., jede 

Integration nach y eine beliebige Funktion von <r^z..,, jede Integra- 

Uon nach z eine beliebige Funktion ^^^.••, u. s. w. erzeugt, die 

ZOT Bestimmung dieser Funktionen erforderlichen Bedingungen weder 

fehlen noch unberücksichtigt bleiben dürfen. 


C4a 


/ 


I 


••• 


r-M'j.,'-y-... 
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Ea i$t wohl einleuchtend y dass man auf eine gan^ ähuliche 
Weise^ und in Folge der §• §. 8 und 17 erhält 

mithin 
, woraus ferner 

dx^d/^ds'' . . •. ' dxiP*d/^ d^^ •♦. da;:^ dj'^ dr^ • . • 

folgn 

Vergleicht man dieses Resultat mit denen von §^ S und .$. i4f 
so sieht ihait leicht^ indem man sie mit der Bestimmung des §. 4 i^ 
Verbindung bringt^ dass, es sei y unmittelbar als eine algebraische 
oder transcehdente Funktion einer beliebigen. Anzahl absolut* und re- 
lativ-unabhängiger Grössen gegeben^ es sei diese Grösse durch DiflFe- 
renziation oder Integration aus einer solchen abzuleiten sei\ 

— — - — ? — jji — y durch die Substitution von t-^k^t, u-^kSu. . . an 

dx^ ayf^ dz^ . ♦ ^ . 

die Stelle voii t^u ^. ^ , diese als relatCv-unabhängig betrachtet^ über« 
geht in 
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d«^ A^f*' dzf^'. . , dxf* dya»»" ... ''9 Axf dj^d^".. "'" " ' * 

S- 19. 

Inzvrisclien finden die vorigen Resultate nur in so fern statt, als 

liloss die Variationen der relati? -unabhängigen Grössen in Betracht 

Eez.ogen werden. Um aber auch die der aijsolut-anabhängigen Grös- 

aen. M. feerückäclitigen , verdient überlegt za werden, dass, urn uns 

an den «iofadien f aU de& ^ i& zn halten, wenn wir Jc-\-A$x^X(t) 

setzea, sladana 

r(,> =yif ^^{^0^+%' '+«^ t-{-xtt,. .} d;^(,j 

int. Nnn ist offenbar dieser Ausdruck cleich 


1 


28 KAP. L DARSTELLUNG DER PRINZIPIEN 


woriA 


••#•#11 


1» Ä. 3-..(n-r) da:** 

is«^ (§• 9> 

Man übersieht leicht^ dass die Resultate diesem vollkommen ana- 
log ausfallen werden, >ivie viele -absolut* unabhängige Grössen auch zu 
Grunde liegen mögen» 

$♦ ao. 

Ist die Grösse V vermittelst einer Differenzial« Gleichung von 
der Form 

^Ur^^ d»r de r ^ ■ \ ' 

vrelche, der Kurze halber, durch. /^=o dargestellt virerden mag, ge- 
geben; so lassen sich daraus vnederum DiiFerenzial- Gleichungen für 
die Variationen der verschiedenen Ordnungen von /^ableiten. Denn, 
da durch die Substitution von y'\'kiy^2r\'kiz^ t^k^t .. . anstatt 

j^z^t..^f diese als relativ- nnabhängig betrachtet, • übergeht in 


^ ^4. k ^^^^ \ *' <^^>'^ t 


Ä» d/* rr 


dr^ ' dx^ ■ i«a d«^ 
nach $• Ig; so hat man 


• • • 


i»3.3,.*n dx^ 


•••#. 


d«r 


/^+»r+....^,^.|^+, 


dnr. der. , dc>r. 



IX 


d^C 


dxC 


■■•• 


vnabhängTg von k nnd den Yaiidtioaen, fy^h,ft,„ 
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Entwtdtelt man die Grösse auf det Imken Seite des Gleiebheit- 
zeicKeos nach Potenzen ron k, io erlangt man die Borm 

■uthin pr=o. C,=:o; C, = o, u. s. w. 

Die erste dieser Gleichungen ist nicht» anders, als die vor- 
gegebene selbst, und die zweite liefert oiFenbar, da C, ausser 

kK, ^. .,.x,r,z,t.., noch die Grössen i^,^, i^, Mzjt... ' 

enthält, eine Differenziat-Gleichung der 5'« Ordnung für ^/^, Da nun 

:_==/ ist, so ist C^SfV, 80 fem Dehmüch — — ► ganz 

aUgeniein, als relativ -nnabfiängig betrachtet wird. Unter dieser Vor- 
auesetzang, und »lit Berücksichtigung der identischen Gleichung . . . 

. — ^:=3 hat man daher 

ab DifferenziaN Gleichmig für die Variation der ersten Ordnung 
TOn. r. 

SubstitDirt man femer in J PV anstatt- y,z,t,,. die Grössen 
y^Afj'_, z-^-kht £-\-k$t . . , :, und überlegt, dass zugleich, ganz all- 
gemein, 

dT . d''r , -d''Jr ,Ä» d'J-r, 
da/*- A^ dx^ i.i» d;e^ 

, d'* ir . d''»r .,d>>*r,Ä» d'*»»r, 

lind — in J-Ä \. \-.^, 

dx/* dx'* äx** 1.3. da/* 


I 

I 


t 

\ 
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übergelien (§. 18): «o «ilangt man, das Resultat nach Potenzen von 
k entwickelnd, die Form 

- _ * 

und zwar unabhängig von Jl; folglieh 

Üebeflegt man nun, dass -5^^=' "ä^^ ***» *® leuclitet «in, dass 

ist, so fem nehmlich .wolil — -— , «Is — r-r- *^ relativ - unabhängige 

• ■ ■ 

I 

Grössen betrachtet vrerden. Untei: dieser Voraussetzung bat mao 
daher 

als Differenzial - Gleichung für die Variation der zweiten Ordnung 

Ton V. • "" 

Üeberhäupt geht hieraus hervor, dass die Differenaial- Gleichun- 
gen für die Variationen der verschiedenen Ordnungen von /^ durch 
allniähliges Variiren der vorgegebenen aus einander abgeleitet wer- 

den können, indem man die. Variationen von ^,"3^' ax»' * ** * ^ 
neue relativ -unabhängige Grössen betrachtet, und die identische Glei« 

9 

ohung i^ = — ; — berücksichtigt Unter dieser Voraus- 

•etznng nehmlich liefert 



-*-T-' 



I 


^ 
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3i 


eine Differenzial- Gleichung für die Variation der n^^ Ordnung von 
f^^ die mit der vorgegebenen * Gleichung If^ = a nicksichtlich der 
Differienzial-Coefijciehten von einer und derselben Ordnung seyn wird* 
£a leuchtet nicht weniger eiui^ dass dicr auf diese Weise y für die 
Variation der n«« Ordnung von ^hervortretende Differenz! al- Glei- 
chung nebst i^ V zugleich die Variationen aller niedrigem Ordnun- 
gen enthalten wird«. So fem also die Frage nach der ns^^ Vaiiation von 
/^enuteht^ wird man vermittelst der (^i^ vorhergehenden Gleichungen 
die Variationen aller niedrigem Ordnungen zu eliminiren^ und darauf 
die resuhirende DiflTerenziial- Gleichung zu integriren haben» Da die 
Integral- Gleichung g beliebige Goastanten enthalten wird^ so fem die 
Torjo[egebene von der ^^ Ordnung ist; ao werden die Werthe von 

de-* K 

- für irgend einen Werth von x, z. B. x = a, 


V. 




> • • 


d«e 


gegeben sejn müssen, wenn sowohl f^^ ab überhaupt S*^ V besiimmt 
t%ytk soll» Dieses vorausgesetzt, hat man zur Bestimmung jener Con- 
atanten, wie man sich, in Folge von §. i9^'iehr leicht überzeugt^ die 
Bedingung 

für Xi^sza, von ft==o bis ^=^ — t eingeschlossen. 

Di^ Variationen der vetrschiedenen Ordnungen von y^ so fem 
solche von den Variationen der relativ-unabhängigen Grössen depen- 
diren, auf diese Weise als besttitimt vorausgesetzt^ wird man solche 
mit Rücksicht auf die Variation der absolut- unabhängigen Grösse^ 
nach der oben schon mehrmals bezeichneten Methode» sehr leicht 
entwickeln können«. 


« • 


I 

i 
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Es bedarf wcbl kaum bemerkt zn Verden^ dass die Resultate 
diesem vollkommen analog bleiben , vrie viele absolut •unabhängige 
Grössen auch zu Grunde liegen laögen» 

Bis blezu betrachteten wir zwar beständig Ansdruokei tn denen 
keine Differenzial-Coefficienten von den relattv-unabhängigpn Grössen 
enthalten waren« Inzwischen leuchtet es «In, dass dieser Fall so« 
gleich auE den vorigen zurück geführt werden kann, inder*i man nur 
einen jeden der Differenzial-Coe£Scienten als eine selbstständige i re- 
lativ-unabhängige Grösse betrachtet^ und dabei die Gleichung ^ ^ ^ 


d/*j _ di»V 




(§• i4) berücksichtigt, wie soldhes im folgenden^ |^a- 


pitel noch näher wird gezeigt werden. 


X' 
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ZWEITES KAPITEL. 


Entwickelung und Transformation der J^ariation erster 
Ordnung von unbestimmten Integral^ Formeln, zwi-^ 
sehen gegebenen Grenzen genommen. 


IWI^i W W^IWWWWiW^WiyWWWW» 


In 60 Fem wir die relatir-nnabhangigen Grössen nebst ihren Varia- 
tionen , in Funktionen der ikbsolut- unabhängigen Grössen, als gege« 
ben voraussetzen I enthalten die vorigen Betrachtungen alles, was zur 
Beatininrang der Variation irgend einer Ordnung einer, ea sei auf eine 
entmckelte Weise, es sei vermittelst einer primitiven, oder einer Dif- 
ferenzial- Gleichung, gegebenen Grösse von der Varia tions- Rechnung 
gefordert werden kann; nachdem durch dieselben alles auf Differen- 
ziation und Integration, als bekannte analytische Operationen, zurück« 
geführt worden ist. Allein bei der Anwendung dieser Prinzipien auf 
Aufgaben möchte diesen Voraussetzungen wohl »höchst selten entspro« 
oben werden. Zu den interessantesten Anwendungen, die man bis- 

E53 


X 


^v 1^1" m^^^^i^mlttn^i^mstm 


^X 
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jetzt von der Variaiiona- Recfanong geoMchr bat» gehören diejenigen, 
welche die Bestimmung der grössten und kleinsten Werthe unbe- 
stimmter Integral« Formeln^ zwischen bestimmten Gränzen genom- 
men» zum Gegenstande haben. - Die relativ- unabhängigen Grössen 
-sind hier gerade die fraglichen^ und ihre Variatiilnen. bleiben gänz- 
lich unbestimmt. Die Variation der ersten Ordnung einer solchen 
Formet» welche hier vorzugsweise in Betracht kommt» bfedarf zu die- 
sem Zwecke einer Transformation» mit der man sich besonders zu 
befreunden hat» wenn man die Anwendung der bisfetzt dargestellten 
Prinzipien» ihrem wahren Geiste nach» auf zu ßissen wünscht. Es ist 
au9 diesem Grunde» dass e& nicht überflüssig seyn wird» diesem Ge* 
gonstande eine besonderei Betrachtung zn widmen. 


§. 25. 


Es sei 


f^= F 


dv d*y dW 

«11* A^ «^ • t^ ^ 

x,jr» — — , - — f - — 
dar.da?» dx* 


dx™ dx dx« dx* 


« • • * 


d°z 
da;» 


dx dx* d«* 


• • • 


dP< .„ du d'u d»a dft 
dxF da: dx* dx* dx^ 


wo .r als absolut-» >'>^^^> i*. •.hingegen ab relativ- unabhäft^gbe- 
trachtet werden» und Feine beliebige algebraische oder transcendente 
Funktion von dea sich unter diesem Zeichen befindlichen* Grössen 
andeuten soll: ferner sei ' 

' r=:ßrdx, 

das Integral von x=a bis x=b erstreckt» und die Frage nach ^Fl 


•i 


^ A'-tf • • • /r ■; 


■jlL'lt* ' 
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Setzt man, der Bequemlichkeit tiegen, 

da? da:" Ja?? dx"*. 

da? • da?" da?» dx** 

d« 'da!» ' 4ix* d«P ' ' 

• •• 

t 

dir ^d»» ^ d'tt *,/ d^tt „. , 


\ da? da?? - dx* • ^x^ 

so ist 

folglicb, indem überhaupt 

yo^ d^lr, ,^(0^ £^, ^,(0^ l'if, ^^cr)== i'if?, ... 

da;' . da?' dx' dx' 

ist (§. 12.), ^ 

+ Ui" j "^l dr;dF+U-8V'a^''^*'*Uwdir 
• +1 drj*'+vin-;är+(,"a?-;da:»+-UTydxT 

+V^rr)^"+lTa^jdF+U'' ;d^*-+'*\d"a(iJa;? 

U. 8. W. , 


\ 


< 
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£0 fem man Ton der Variation von o: absraliirt^ , 
Bezeichnet man ferner, dar Kurse halber» 

wie auch 

da? * cte* ^^ da:» "^ da;« d«» 

dx. 1^ ^. da;* ^ dx» ^ dxn . -^ di«^ 






da;' 


dxP 


^ d-F + ^ apr tö^ a-»~ +••• ^ äi? r' 

u, s. w. : 
so hat man 


I...q 


^^u 


dxr 


f 

Axx 




U. a; W.; 


2^^+«^'+ ■••••'s^-^. 
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folglich da iVz=zf^WAx,. 

das Integral von xz=sah\& xz=:.b genommen (§. 16), 


wie auch 




ü. «• w. 


16t 


^/7>r d«+'-» l/xpLAx +/mudx+'-fxfu S^ ^* 

die Integrale von x =s= a bis a; == ä erstreckt» 

Die Hanpt- Transformation, deren dieser Ausdruck zum Behufe 
der oben näher bezeichneten Anwendung bedarf, kommt darauf zu- 
rück die Differenzial-Coefficienten der verschiedenen Ordnungen der 
Variation.en iy^ iz^ ^t^^u u. s. w. von dem Integrations-Zeichen zu 

befreien. 

Zu diesem Ende verdient bemerkt zu werden, dass, wenn P und 

Q irgend welche Funktionen von x bezeiclmen^ den Anfangsgründen 
der Integral-Rechnung gemäss, 
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ist. Das obere Zelclien findet ^latt, ireno r eine gerade, das untere 
hingegen, wenn r «ine ungerade Zahl ist; «ach dürfen die, von dem 
' Integrjuioxis-^eicheii befreiten Glieder; für die verschiedenen Werthe 
von r, irar so ^veit genommen ^vi^rden, -als die Ordnungs -Zahlen der 
DiiFerenzial-Goefficienten von jP, mit Sioschluss der Null, positiv aus- 
fallen. Diesem nach lässt *ich der ffnbegriff dieser Glieder auf eine 
bequeme Weise durch 




djC^ 


Ax^'f*' 


C 


darstellen, wo das pbere Zeichen gent>mmen werden muss, wenn pu 
eine gerade, das untere aber, wenn u eine ungerade Zahl ist, und O 
eine beliebige Gonstante bedeutet. Unter dieser Voraussetzung hat man 

Wenden wir diesen Satz auf die obigen Integral r Ausdrücke an 

SO erlangen wir, indem wir Y an die Stelle yon P und ^j- an die 
Stelle Q treten lassen, 

folglich, da 


ist, 


r 


* — ^ 

y ■'^dxr a«==y d« 2 - da;rir+ 2 ^+ j -— t- ^- 


+ 


r 


2 C. 


'■■''Q^ '- 


»«"i-'c 


fei:p^' 
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Bs ist leicht einzusehen,» dass man für die^ aus. den -Variationea 
yon z^l^u..^ ejitsprjngenden Grossen ähnliche Formen erhält^ Sub« 
stituirt man daher diese Formen^ so erlangt man 

•^ t »^ da:» i ^dx^t^ dx'-A» 






r 


dx«^/* 


x^x 


U. 5. W» -|" ^> . 

von x = a bis X = .^ genommen, vro die obem Zeichen gehen, 
.wenn r und fju gerade^ die untern hingegen^ wenn sie ungerade Zah- 
len sind» • 

Wünscht man zugleich die Variation der absolut- unabhängigen 
Grösse x zu berücksichtigen, so tritt nach den §. §« 9 und xe noch 
das Glied W^x hinzu» 

Eine zweite Transformation der Form von, &f^ b^triFt die ent- 
wickelte Darstellung des von dem Integrations Zeichen befreiten Thei« 
les. Es ist nehmlich für die Anwendung höchst wichtig,, diese ao 
einzurichten, das^sie nach den Ordnungszahlen der Differenzial- Ver- 
hältnisse von den Variationen iy^ iz, it^ iu^.. fortschreite* Nimmt 
man daher den Ausdruck 
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und eatwickelt denselben nach diesem Pnnzipe, so erhalt man 


i...m d»-' r dij- 0.-» _ Jl^Jf d*>r »••■" -■d"'Jr_d"V 

Aehnliche Ausdrücke. Tuiden ofienbar für die analogen Grössen 
statt, weiche ans den Variatioaea von z^ t^ u u. s. vr. entstehen. Mit 
Rücksicht auf die Variation von x hat man deämach 








+ '-^ 2 + dxw+di^ 



« d'-«i , d> Jj: 3.' 

+ '' ^-Hx,:+Jx 2 + d«...+dx.' 


% _ d'-=f , d'»» 5.. 
•*-"3xr-»~^dx* 

U. 8. W. 


+ pr,ix + c 


TOu X ^= a bU je £= ^. 
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Um nun den Wtrth dieies Auadrilcks zmriabhen d«a bezeichneten 
Grenzen , zn erlieltea, bat man bekanntlich in demselben anstatt x 
erst den Werth ron a^ alsdann äen rcn b zu substitutreni nnd wite« 
res ResnlMt: vom letzteren abzuziehen. 

Es sei daher fär so = a 
9a>ssi^a^ ijrzsi^y^x)^ iz=ihii)s h=:i^(t}^ ^tf = ^«f,j n. s. w.; 

J^r=:^(0^ ^=3r(,j, i=sZw> T=±;Ti,)^ «7= ^(0 tL s. w-j 
und für x ^=l b . * 

PT^siPT^,^, y ssr»), z = Z(,j> r^r t^^-^ u = ü;., h. ». v. 

Substituirt man nun im obigen Ausdrucke beide diese Systeme 
TOn Werthen nach einander , und verrichtet die georderte Subtrac- 
tion ; so erhält man ^ indem man die Grössen ^ in welche allgemdn 

^^ BStx = a und « = * übergeht, mit ilCZiamid i!^^^be- 
zeichnet, 



U. 8. W. 

+>'^*> ^+-d6^+lir ^+ d*'-* ^ dA« "*■ dft'-5 *"•+ d*-« '^'» 


c6a 
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"^^ ^^-* "^ d« ^ da'-* "" da» ^ d^;^-^'*l?:^^f'> 


r 


^ da'» da ^" da'-» da' ^^da^ - da»« *^ 

1// *"Pv-£!!Ik> d>>(,)«..p^_ d'-*r(.) d»>«(',*..p d^^2%) . ^. dy-»><(,> j» 

-'(•> ^^-i^-T«"^ "^^ da'<» ~^;i^ ^+1??"; — "A^^^W 

» *■ » r r, r 

> «-«r^^d»"';^ d>tt(«)».»T d'-füf,) d^^^«.fd»;3i^ ^ jl»'->K(.) y 
--t«; **^da" l"« ^"da'^—da« ^^ da"» ""•"" dal"^ ^^•* 

SO fem ihan die Integrale ^on x = a his 0::=:^ erstrecke, und die 
oberen Zeiche^ niqptmt, weQn r eine gerade ^ die nntern Biogegen^ 
wenn r eine ungerade Zahl ist» 

Im Falle fp^ E^s» eine i»lgebr«»che: oder tratuceoctente Funk- 
tion von a:> j, -£, J^»*'* "»» «o «* ^*=o^ ^^s=o, J^«=o u. s. w., 
und man hat alsdann» mit Rücksicht auf die Variation Ton x. 
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r:=/}rf 


^+ 




2± 


d' r 


1 


ax* 


yd* 


) 




dA" d* 


Ab*^ db 


db^Z 


ü^kt 


_^ «.-■ „d*^* K(t> d>y (i)«. .* ;> d**y 1) d*jy<«» .*» «^x\») 
■^"d«'-' da ^"^ idM^* «U« ^^ do^ 

das Integral Von ^sa'bis 0:=^ -erstreckt. 


4b' 




J5t /j^ iiberdieas 


Ton «• — » 


d« d'z 


dx djc* 


9 • # • 


d'z 


80 


dtm ToriOTD AuMknck 


/»' 


-2+ ^ de' r 


da; 


^ ij.« d'^'Z« ^ziat-J..«! d«-« Z .) , dnz(«)i .J d'»Z;,) _d»-*>««, « 

+>«r.) 2+-^j„ -»'-dfr- ^+"d*« "*■ d*« *^ dt'-« "+"d^«~" ^> 

« I 

1'.» d' 'i(.> dtof,)H.'j d'-'Z^') d*>Z(,) S..»t d'-g^,) ^ d'-'Uf,) n 

-»*(.) 2+-^r-r— 5;,- ^'^'d^'^dn« *+ da'?» — da"« -^''^ 

das Integril voa acta« bi» «=* geiwinmeii« " 

l6( fV a«u#erdemn9cli Funktion von /^m... und,dof«n Pifforea- 
Mal - Coefficienten , so treten zu den Torigen Ausdrücken für iF" 
noch Auwlrficke mit Beriehung aut diaM Grössen hintu, welche Je- 
nen Formen offinbar ToUkommen analog sind; und es geht hierans 
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ganz aUgamein dia Waise hervor, aaf welche tob der Variation von 
fW&x^ wo fV nur eine einzige relativ -unabhängige Grösse enthält^ 
za derjenigen der Uebergang gemacht werden kann, *wo IV von ei- 
ner beliebigeto Anzahl derselben abhängig ist.. Beti'aphtet nlan die 
Ansdrücke, welche Cur ^^aus den Variationen der verschiedenen re- 
lativ-unabhängigen Grössen entstehen, naher, so sieht man, dass sie 
alle in zwei Haupttheile zerfallen^ von denen der eine mit dem Inte- 
grations- Zeichen behaftet, der andere hingegen von solchem befreit, 
vnd lediglich von den , den Grenzen des Integrals entsprechenden 
Werthen abhängig ist Dieser Theil| nach den Ordnungszahlen der 
Differenzial- Verhältnisse der Variationen geordnet, und auf beide 
Grenzen bezogen, enthält zweimal so viele Glieder, als in IV die 
Ordnungszahl des höchsten Differenzial CoefHdenten der betreffenden 
Grösse Einhcit^i enthalt Was den, unter dem Integrationa*^ Zeicbeh 
befindlichen Theil anbelangt^ so enthält die, ^ B« in Jydx mnhipli- 
cirte Grösse ebenCalls Differenzial-Verfaältoisye. Ea ist aber einleuch- 
tend, dass die Ordnungszahl des höchsten derselben niemals diejenige 
Zahl wird übersteigen können, welche man erhält, wentf man die 
Ordnungszahl des höchsen Differenzial-Goefficientan von ^ in, IV im 
der höchsten Ordnungszahl der daselbst zngedeuteten DiflFerenziatio- 
nen hinzu addirt Es ist aber keinesweges der Fall, dass beide diese 
Zahlen einander stets gleich seyn müssen, -nachdem der' Differenzial« 
CoefBcient einer abhängigen Grösse, in Beziehung auf eine der als 
unabhängig betrachteten, g^ionupen, bei gewissen Formetai der Fonk- 

• • % ™ /AfV \ ' 

tiOD, von dieser, mithiäi auch V 2= ( — r^J > «nter gewissen Umstäo- 

den, von jC») unabhängig werden kann. Aehnlicbe Bemerkungen, fia* 
den offenbar hinsichtlich der aus z, i^ u . , i entspringenden Ana- 


.* 
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drucke stajtt» Aach sieht man, das» derjenige Theil Ton iy^ welcher 
aus der Variation der absolut- unabhängigen Grosse x entsteht, von 
dem Integrations- Zeichen gänzlich befreit ist; und es leQchtet -im 
Allgemeinen ein,^ dass, im Fatfe Pf^^ ausser den bezeichneten Grös- 
sen, noch andere enthielte, welche bloss von den Grenzwerthen für 
o?, a und B nehmlichi abhängig waren, auf solche alsdann bei der 
Variation nach x Rücksicht genommen werden musste. 


Der Fall für V ^ss. JTV^x^ wo ^9^ eine algebraische oder trans- 
cendente Funktion yon Xj, y, z^ t^ u . . . nebst deren Differenzial- 
Coefficienten b ezeiclinef 7 enthält offenbar die einfachste Form, unter 
vvelcher sich ein unbestimmter Integral- Ausdruck darbiethen kann. 
Diese als Element betrachtend, gelangt man zu zusammengesetztem 
Formen, yon denen die Variation jedoch auf die Vorige Gestalt mit 
Leichtigkeit zurückgeführt wird. 

Es sei, um dieses näher zu zeigen. 


u, s. w. 


n. s, w. 
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^y ^*y 


fTszF |a* A('>* A«, A's), . . . «- j^*:3i» ^ 


•» * 


^rl 
<lW 


und 


wo /> y^*^> f^^^s ß^\ . • ^ F beliebige algebraische oder transcendente 
Funktionen von den sich unter xlenselben befindenden G ^ssen be- 
zeichnen, und die Integrale von jo =: n hi$ x =i b erstreckt gedacht 
vrerden* 

Abstrahirt man von der Variation von a>, so ist, me vorhin, 

das Integral von x ^=^ a\A% x ^=- h genommen» 

Nun iet^ wenn man «Ugemein/ f^^y\ 1 ™>t JT bezeichnet, 

,«-= (^).A + (^^) *A« + (111) W« + O »A« + . . . 


• • 


r 


tf • a3->. 


Da aber 


JA=/*nda?, >Af«^=/ln'« da?, > A^J =!/»nWd:c, >A«>=/hi<5)dx, u. •« w. 
ist; so ist 

r 

und, diesen Wertfa von iVT in ^^ subAtituirend, 
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« ■ 


die Integrale vftn x '=s^ a bis x zsz h genommen« 
£a lAt über 

folglich^ indem man diese Werthe sabstitoort^ 

+ /(Jl^) W'*'fe-y{/(d^>'X«. ax} 

n« 6. W. U. 8, w. 
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rty + 




die Integrale ton a; =s a bi» « = J erstreckt. 

BezMclinet man daher Innerhalb dieser Grenzen 


und überlegt, dass, unter die«er Voraus^eUiing^ 


^dx=fl^^itfP'^dx 


u. «8, w. ist; so erlangt man 


'^= /{/-/(e^> wy{^-/(3^> } »^■«- ■ , 


u. s. w. u* s« w* , 



|i^»r+"''sr£^} 


die Integrale von x ^ a bis x = ^^ er^tretikt. 
Da aber 




ist| 60 i5t| indem man ganz allgemein 
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dn 




bezeichnet^ 


in = T>r + 2r — - 


dx 


X » 


Dezieichnungj 


r 


49 




TZ* 8« w« «t a» w« 

Sobstitnirt man diese Werthe, so kommt 


li|<» =3 TÄ^r + ST3) 




ilVid« 

dx' 




'dx 



4a 3) 


,)d«}x{r,.V+ ■••■'xT».^^} 


•• Vvaii'M 4c 


tu $* w< 


C7] 


N 




..-JL 


50 KAP. n, EOTWICKELTJNG UND TRANSFOÄMAT. 

die Integrale von ar=a bis a:=* erstreckt. 
Setzt man nun, der Kürze w^en, 


n. 8. M. 


wie auch 

^T + ^fOTCo -f gc«)TCa) + ^5)To) 4-... r = Y, 

allgemeui 

CO erlangt man 



\ 


YV+'-'^xY^^ria., 


das Integral ron x = a bis o? =9 ^ genommen , und unter (^), um 
keine Glieder zu' verfehlen^ die grösste der Zahlen k^ m^ n^ p^ ^ 
verstanden« 

Nach der im vorigen §• gemachten Bemerkung ist es einleuch- 
tend, dass, wenn ff^^ tlp nC'*^ n^»)^ n^^\.. zugleich Funktionen von 


_■ *- 
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z, t., n.,. und detmi.DfflbereniMl-tCo^oientear wir«n<, «Icdaim hin- 
sichtKch jeder dieser .Grössen ein ^ dem yprig^n volUcommen analoger 
Ausdruck zu jenem für J"/^ hinzutreten ^liräe; wie auch» dass die 
Variation von x noch das Glied W^x rerscliafft Transformirt man 
nun den obigen Ausdruck nach der in §. 25. dargestellten Methode, und 
nimmt den Werth desselben innerhalb der bezeicihneten Grenzen; so 
erlangt man unter eih^r^ der dortigen ahnlichen Bezeichnung, und 
mit BeruG^icfatigung der Variaäoh vött a? ' - ** 


w'-** ! 


^^ • *+ JA" * Ah ^^ d*'-» •*••♦♦ +lß;e^)'i Y(a) 

T ^ r 

■^^ *+ da" '^ da ^"^ d«'« - * • ♦ - d^(t>. y<„ 

t 

m 

-WO das Integral Ton jc = ä bis x = b erstreckt, und die, obem Zei- 
chen genommen werden müssen, wenn r eine gerade, die untern hin- 
gegen, wenn r «ine ungeHade Zahl ist. 

' dv d*v 

Ist f^ bloas eine Funktion von n^ Xj j^y ^s t^# ..•/ so ist 

TvO = o^ Tv« = o^ T 3^ = o^ u. M. w. 


» r . r 


mithin y == I T + r. 

Ist ^ zagleich eine Funktion von i('^ ; so ist 


^ ä- » M AK- 
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Ut K überdittfr eine Funktion von nO); so ist 

Hieraus gebt henror^ auf welche Weise yoi^ dem einfachem Falle 
zn den zusamxnen^esetztern allmühlig fortgeschritten werden kann. 

Uebrigens ist es einlencbtend , dass die im vorigen §. hinsichtliclL 
der mit dem Integrations-Zeicben behafteten, und 4^ davon befreitefi 
Theile gemachten Bemerkufigen andi hier ihre unbedingte Anwen- 
dung finden« 

Auch in dem Falle, wo die Gramen m nC^»^ n<^^ n<'> u. s. w. selbst 
noch anderweitige Integral -Ausdrucke enthalten, lässt sich die Varia- 
tion der ersten Ordnung von V, auf die Form des ^s a3, ^nrück- 
führen. 

Es sei . 

J l ' da? Zx* d*''^'V ' 

-f I •'' da; d«" d»^ ^ * 

n. s. w. 
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vnd 


wa die Integrale Tön x ss a bis jp =z b erstreckt gedacht werden, 

• ^ 

£4 ist, wie yorhiii,. 
das Integral von et =: a hü x s=i k genommen;, ond, d(i 


fr 


ssf/h, 


' '' das ' <!«• 




"^-(^)-+"^+-'^r-^.- 


mithin 


>^ 




nr + 




■ 

die Integrale Ton x :=: a bis x ^ 6 erstreckt 

Nnn i6t| in Folge der gegebenen Gleichungen, 


* 


u. $• w. 


U. 5, W. 


. •• * *•»«» 


.% 
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'(.) 


EUminirt man vermittelst <Iieser Gleichungen aus J*/^ die Grossen 
^n^ ^^^^K ^n^*^-» 1^^*^ «• ^. w.; so erlangt man 


^r^ß, {nr + ''\r^} 



dx 


I „ . i...k(0 r d'iv \ 


/(^)VG^)^'/^ {^'•' »^ + '"^^'ä} 



d;r 


I. 8. w. 


)V(5r^>'/(a^^^/«'^''-^+'"'":.n30} 


*ß 


+' 


die Integrale von ^ = ^i bis ,t = ^ erstreckt 

Um diesen Ausdruck zu vereinfach en, ^vollen wir die Form 

fLdxfL^^dxfL<^)dx/L(^)d.v...fL^Od^^ 

von ^ = Ä bis Ä =s ^ genommen» etwas näher betrachten. 
Bezeichnen wir, der Kürze halber, ganz allgemein 


DER VAÄIA.TION ERSTER ORDNUNG etc. 55 

» 

«o ist offenbar 


mithin 




Da nun, unter dieser Beseichnang, die fortgesetzte Grösse in Q 
übergeht; so hat man 


=/Ldx X a^'^—/(/Ldxxda^'^) 


Bezeichnet man daher yxdor^ Yon o; = a bis x ss 3^ mit| /« 
hat man 

a =r /n^*^-/(/idxxda^'^) 

Es ist aber 

d'^:^fL^'^dxa^% nach (//J. 
folglich 

dÄ«=i^*5dxa^">; 
wie auch, da / eine constante Zahl ist, 

mithin 


so 


a=^f{i-fLdx) L^'^dxa^''^^/P£i^^^ 


oder 


/ 


dnW} 


Setzt man daher ßl —f LAx)L^^^ dx^ von aj=a bis j;=s3^ gleich 


< . 
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gleich /<*) so kommt 


Es ist aber 


foIgUdi 


wie auch 


lOf^ ^/l^^^dx t\^^\ nach r//J. 


oder 




.CS) 


■ Setzt man daher 


/< 


60 erhält man 


/{ 


Ii^'^dx}z,«4;r)dßÖ) 


Da aber 


n('>c=/£.ö)dxac«;«ach r//> 


% ^ 


maK^^i^tm^.^ 


1 


% 


t 
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mithm 

und I^YL^^^dxa^^^/J^'^L^dxQ^^, 

ist: äo 161 


■A 


Es sei also gaas allgemeim 
oder 


/{. 


Set^ man nun 

fF^^ Ton « = « bi« « = * gleicli /*^*^^ 
SO hat man 

Aber e« ist 

a(A+»)^/£.(>+«)d^aO+»^ „ach 77. 

folglich 

me anw 

nuthin* indem man diese Werthe sabstituirt, 

C83 
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Da non 

ist: so hat man, indem man (Arf-s) = ^ aeut, 

Hienins geht hervor, dass jeder Ausdruck Yoh der Form 


Zd*/z^'>ax/i«dar/Z»^ax. . ./Z,«>dx 


TOn o? SS a bis o; s= ^ auf die Form 
suruck gefuhrt werden kann, wo 

Wenden wir diesem Resultat W den obigen, fiir ^p- entwickel- 
ten, Altedruck an, indem wir an die SteUe von L^ L^'\ L^*\ . . ,. di« 



I 
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^ fAW\ /Afroj\ /drv(*i\ 

Grössen \1S^)» \M^r)' \dEw) . • • • «»d an die SteUe von Zfö 


die Grdsse <y^^j^ 




traten lasseh: so erlangen 


'Wir, unter einer analogen fiezeiclinungt 




dx 


(Lp 



'"xr^^^ ^ 


IL 8« W« 


y>".f 


(n) 


.•>w^\ 


Jnte^^ale lon x :=i a \m x :=^ b erstreckt 
BeseicZinet man daher 


Axß 


allgemeiia 
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ir 


=/K+'^Y^} ^. 


das Integral ron op =^ a bis x =s ^ genommen , nnd unter (A), um. 

keine Glieder zu verfehlen, die grö58te Ton den Zahlen k^ k^^\ k^^\ 

Ä^^^, ...Ä^*^ Terstanden. Es ist einleuchtend, dass, im Falle die 

Grössen fV^ IP^^^\ W^^°\ . . . zugleich Funktionen von den relativ- 
unabhängigen Grössen z', t^u . ^ ..und deren DilFerenzial-Coeflficien- 
ten wären , alsdann zu dem vorigen Ausdruck für ^F" hiosichtlich je- 
der diese Grössen ein ihm vollkommen . analoger Ausdruck hinzukom- 
men würde f wie auch, dass die Berücksichtigung der Variation der 
absolut-unabhängigen Grösse x noch das Glied PP^^x liefert. 

Transfofmirt man^^ nun den obigen Ausdruck nach der vorigen 
Methode, und nimmt den Werth desselben innerhalb der bezeichne- 
ten Grenzen: so erlangt man mit Rucksicht auf die Variation von x 




dcB- 


r r. , ^ 

/ 

__j >-.W _d;^Y(i) dlf(,) a...(>) ^SF-j^W ^ dW-'^jr(n (A> 

WO dfs Integral Ton ^ = a bis o: =: 3 erstreckt, nnd die obern Zei- 
chen genommen werden müssen» wenn r eine gerade, die untern hin- 
gegen, wenn r eine ungerade Zahl ist 




/ 


\ 
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^ ^' • . 

Ist J^ Tennrttekt efner ZHflFerenzial-GIeicbnng gegebeit^ so Ist die 
ZiUTÜckfüfarung der Variation der ersten Ordnang auf die vorige. Form 
gleichfalls möglich. 

Es sei ' 

\ ' i»' da:«''-- dxf' * ^'^y^ dx- da?*-* da:"* ' ^ da:' da:«'-di? 

die Gleichung y ans tvelcher IV^ für V von os; :::= ^ bis x =3 
stimmt ¥rerden soU, und die wir, der Kürze halber^ durch . 

W ^ o 


hy be- 


darstellen wollen. Vanirt man diese Gleichung nach Vorschrift des 
ersten Kapitels, so kommt, indem man die Torige Bezeichnung beibe- 
bültf und überdiess 


\d^ ) 






^J^+^-'^s*'''^ 


dx' 


, _, , I...in r d' 1/ 




u. s. w. 


> - o. 


m 


A 
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welches in Beuehvng auf ^y eine Dtffereasial-Gleichnng von der u«* 
Ordnang abgebt. JifultjpHcift man die$« mit A vaii integrirt, so 


kommt 



A-Irir-^ 






dx 


djt. 




oder, wenn man 


r 


^^lr+ 2aJ^ 


dx' 


T 

+ AZ }r + 2Ar-j^ 


n. 8* w. 


durch ;t angedeutet. 


/( 


A*>^+ *"'*2Ai' 




WO C eine beliebige Constante bezeichnet. 

Wendet man hier die oben dargestellte Transformation 
kommt 


an. so 
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d«=3 C. 


Bestimmt man -nun A dergestalt, dass 


t 


r 


sei, welches in Beziehung auf A eine DifFerenzial- Gleichung Ton der 
^ttn Ordnung abgiebt: so hat man 

TA 

oder, den ersten Theil dieses Ausdruckes nach den Ordnungszahlen 
der DifFereaziaiCoefJGcienten von iP^ darstellend/ 


r 


1..^ _d"A'*' dJf'a.../» _d''«A* d»>^ 3-.i» _d'-^Air 

Da nun ferner die Variation von P' von a; = « bis a: » * ver- 
langt wird, so wird die Gonstante C dergestalt bestimmt werden müs- 
sen , dass für x = ä ^ ^ = o sei. SubstUuirt man daher diesen 
Werth von-a; in der obigen Gleichung, so kommt, indem man, für 
X =s Cy fX ^ mit Td) bezeichnet, 
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, j>gl.)«"V-.- <>^'Ar.)^(.) dnroj3..^ _ <r->Aj,)i^ (x) 4^a>4.-l» _ f-^A(,)»») 


da ^'**' dr'-* ■ da* >, '"'^ da'-5 ' da» """^ . da'-4 


— -:— 2+ . .V — + 


4a 


da'-5 


* + da/«» ^'"^ *^' '*" ^*"^ 


Weil aber auch, damk der Werth von iP*/ £ur bestimmte W^rthe 
Yon je^y, £..«, Termittekt der gegebenen DIfferenzial- Gleichung völ- 

a*' » • • - 


Lg bestimmt sei, 3^, ^^y-, 


d«* dx 


da^^* 


für l>flstimmte Wenlie 


Ton X Mgeben seyn müssen-; «o werden liiese für jr =s a als be- 
lumot angesehea werden dürfen. Unter dieser Voraassetzung hac 
man 


»- 


• ■ s=o,a -r—- — - s= O;, d -7—- SS o, , , , 4 — — 
da da* da* Aaf* 


n^ 


4af*-' 


o: 


folglich, da 


d^rt,) 


* ""di^ "d? *"' 


da- = *'• "di^ = **- -as~ "" 


= o, »^ . 


d«/*-^ 


und dafier 


c ^ r(i> 


Dieses Torai]5ge6etzt| hat man für ^/^ zwischen den geforderten 
Grenzen y indem man, für x = b,fx^^ «"it Fe«) bezeichnet, die 
Gleichung 
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Oa aber die Gle»chi)ng für A 


^ * + 


r 




= o> 


als one Differenzüd-Gleicbang vob der fc^» Ordirangy eu einer pri- 
wnitiren mit /tc beliebigen Coastamen führt: so wird maD (fiL^t) der- 
selben dergestalt bestimmen können, dass man habe 




o# 


4-i- _ d''4iV»)*(a) 
^ dt'-4 


n* 8* w% 


Unter dieser Yoranssetzang geht die obige Gleichangi da 

^ ^^ Integral Ton :c = a bis o; = & genommen, ist, über in 

C9] 
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des Integral von x = a bis o; = & erstreckt» 

Setzt man nun ferner für x ^^^ vorigen Werth, und behandelt 
diese Grösse naqh der oben dargestellten Methode, so wird man of- 
fenbar zu einer, der vorigen vollkommen ähnlichen Form gelangen. 

Die Differenzial - Gleichung für A vrird, freilich in den mehresten 
Fällen nicht integrirt werden können; inzwischen ist ^dieses hinsicht- 
lich des Zweckes y um dessentwillen die obige Transformation vorge- 
nommen wird, auch nicht nothwendigi wie solches bei der Anwen- 
dung näher erhellen wird. 

§. a8. 

Bis hiezu betrachteten wir bloss Formeln von Einer absolut- un- 
abhängigen Grösse« Die Ausdrücke mehrerer absolut- unabhängigen 
Grössen sind einer, der vorigem ganz analogen Behandeluug fähig; 
nur nimmt die Verwiqkelung der Gestalt des End- Resultates mit der 
Anzahl derselben unverhältnissmässig zu. Eine nähere Betrachtung 
des Falles, wo zwei solche Grössen zu Grunde liegen, wird hinrei- 
chen, sowohl das eine, als das andere zu zeigen, 
sei 


/ir* = 


■=-^{"^-©-,(l>(g>c^)-G;'>--- }. 

wo z als eine Funktion von x und j, beide als absolut- unabhängig 
betrachtet, angesehen wird; und 


t 
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"Es dürfte vielleicht nicht überflüssig seyn, ausdrucklich zu bemer- 
ken, A9issffff^dxdy=zfd:rf^^ *«^ ^o die Integrationen ^erj 
gestalt vollzogen gedacht werden, dass inJPf^dx die Grösse n und in 
y^dy {^flVdüß) die Grösse x als constant betrachtet wird, Soll nun 
▼on einem solchen Ausdruck das Integral innerhalb bestimmter Grea- 
aen/ z. B. von x = ä bis o; = ä'^ und von 7 = ^ bis =1 b\ genom- 
men werden^ so wird man f IVdx, y als constant behandelnd ron 
<9c = a bis o; = A^ und darauf, indem' man die resultirende Grösse 
durch f TVdac selbst andeutet, jdj {/•ff^dx) von ^ = b hh y^V 
erstrecken, oder auch umgekehrt verfahren können.. 

Nun ist fiir P^ von x = a bis x:=sza[, und von y^sih his y^^V 

die Integrale innerhalb derselben Grenzen genommen. 
Bezeichnet man daher, der Bequemlichkeit wegen, 

• dHT N v> dfV V 


allgemein r /d"^"zv Jmit^y: 



«o hat man. 
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/d*>«\ 


^^..^) + ^<^)+^- (0) +^l(^)+^<^ 


)+••• / 


mithin 


+^..dr)+4:i(^)+^?(£V)+- 


.)/d»>z 




die Integrale von x =s a bis o; = a^ und von ^ = ä bis j^-=ä' ge- 
nommen ; zu welchem Aasdrucke , unter Berücksichtigung der Varia« 
tion Yon x und y^ offenbar noch 

hinzugefügt werden muss« 

Die Forderung, welche eine yorzunehmende Transformation hier 
zu erfüllen hat, ist der des §^s. 23« vollkommen analog, und kann auE 
eine ähnliche Weise erledigt werden. So wie dort, könnte man 
auch hier eine allgemeine Reductions- Formel aufstellen; iuEwiachen 
würde dieselbe so verwickelt ausfaüei), dass es weit bequemer und 
auch für den vorliegenden Zweck hinreichend ist, die Transforniation 
an dem obigen Ausdruck unmittelbar \a vollziehen, nachdem sie 
durch eine wiederholte Anwendung des Satzes 
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geleistet vrerdea kann. Hieniacli i$t nehmfich 


es 


/(^') 




'ff& 


izdxdjF; 




'd-Zf-N' 




j 
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V 


U, 8. W. 


U, «♦ vr» 


Substituirt man nun diese Werthe in dem obigen Ausdrucke hir 
iy und ordnet solchen, so leommt 


IFss ff dx djr iz 





) + &-& + ■■■ 
"*'V3p~J Vd:^dp; + *** 


• / 


j2' 


"", (aF")'^W#)^"* 


+ ($-?^) - 


• • 4 


'f 


-mn^)—- 
Hm-'- 
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% « 


u. a. w« 


-Gl^) + 


.<ir 


• • • 


+ß(p)l^>-0)+ 


• • # 


i -(^')+- 


+ A (^){ 


z® — . . . 


/- (^){ 


+ /d-* l.-nn- K A» • • 


u. s. w. 


4z':'- 


-•(a|^) + 

+ (£0 { ^" - 


• • 


• • • 


f • 


▼on X :=! a bis o? = a> und von ^ = ^ bis ^ == ä' genommen; zu 
wetchem Ausdrucke noch 

\xf fVAy ^"iy ffVdx 
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limzügeFügt i/^erden iirais, «o fem man ^agleidb dia Variationea ron 
X und y txk berücksichtigen wünscht. 

Man sieht leicht, dass dieser Ausdruck ans drei Haupttheilen 
besteht« Erstlicli aus einem, der sich unter dem doppelten Integra- 
^ns-Zeichen befindet, und in welchem der höchste Dlfferenzial-Goef- 
fident, im Allgemeinen, so fern J^ von der n«« Ordnung ist, von 
der an^^ Ordnung seyn wird. Zweitens ans einem Theile unter dem 
einfachen Integrations -/Zeichen , theils nach a;, theils nachj^, zusam- 
men, so fern die Variationen von x und ^ unberücksichtigt bleiben, 
an Glieder enthaltend« Drittens aus einem, von dem Integrations- 

Zeichen gänzlich befreiten Theile, welcher aus 22!li2 Giiedem be- 


eteht 

Bezeichnet man nun, der Kürze und Deudichkeh wegen, 

/ ,1 tur ac:=m mit l A : ( A tuf v:= ^ mit ( m sy \ . 


/ ^J für xssa mit (-- — -j; /— — a für r:=* mit /— x^a . 

... , . / d' JzCO\ . d' JA 

• . für x=:a mit (,^7-/' - - für 7 = *' mit j^^,,— ) ; 

wie auch den ton dem Integrations-^eidhen befreiten Theil, 

tuT X :=: a und 7 == b mit AfS) 

a? =: ä' und 7 = Ä mit il^b^i 

0? = a und y = 1/ mit il{b^ 

X 7S& ä! und y ^ss^ V mit il[y^ 

wodurch derselbe, f iir ^ == a bis x ^sz a\ und y z=z b bis 7 = ^', 
libergeht in * 


1 




so 
können : 
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man den yorigeä Aosdrock unter folgend« Form darstellen 


m 


I. 9« W, 


wo die Integrale von x =: a bis x ss d^ und von y = ^ bis ^ sa ^ 
erstreckt gedacht werden. Die Berücksichtigung der Variationen ron 
X und y würde noch die Schon mehrmahls erwähnte Grösse 

innerhalb der nehmlichep Grenzen genommen^ terschaffen. 


^mmß^^m 


[10] 


/ \ 


f 
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\ 


DRITTES KAPITEL 


Anwendung der Variations- Rechnung auf die Bestimm 

mung des Grössten und Kleinsten. 


#<<M^ W WWiWA»MIW#W>iyVW<»#<*<t 


VYenn in einer identiacheh Gleichang von der Form 

wo X die unabhängige, y die abhängige Grösse, und/(^rj eine be> 
Ilebige algebraische oder traBScendente Funktipn von x bezeichnet, 
der Grösse x nach nnd nach alle Wertbe, von *-» QO bis -)- Od > bei- 
gelegt werden ; so sind in Beziehung auf die yerschiedei^en Werthe, 
welche daraus für ^ entstehen, vorausgesetzt, Ans% sie fortwährend 
reell bleiben, zwei Fälle denkbar; entweder werden diese immerfort 
allmählig zu- oder abnehmen, oder in Ansehung dieser Zu- oder Ab- 
nahme einer oder m eh rern Grenzen unterworfen seyii, vermöge wel- 
cher sie anfangs wachsend, nachher aber abnehmend, oder umgekehrt, 
fortschreiten. Im letzten Falle muss es in der Reihe von Werthea 


I 

( 
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[är y QOih wendig einen, oder mefar^^ gilben , die grösser oder kleU^ 
ner, als die ihnen iinmittdbar vorhergehenden and folgenden sind« 
Denjenigen Werth In dieser Beihep welcher grösser, als der ihm 
uninittelbar vorhergdiende und folgende ist, nennt man ein Gros« 
ste5y oder ein Maximum^ während der}enige^ welcher kleiner als 
jene ist» ein Kleinstes, oder ^in Minimum^ genannt wird. 

Denkt man sich in obiger Gleichung anstatt des nnbestimmten x 
die zweitheilige Grösse a?-j-^ gesetzt, und den dadurch entstehenden/ 
von i abhängigen ^Pheil mit Ay bezeichnet; so ^erlangt man die iden- 
tische Gleichung 

Ajr=frx^iJ^fCxJ. 

Da ^y den Unterschied is wischen den beiden Werthen von y^ x 
und a)'\'i entsprechend 9 darstellt; so wird auch eben diese Grösse,^ 
so fern Cur i leder Grad <von Kleinheit gestattet bleibt, den Unter- 
schied zwischen dem vorhergehenden und folgenden Werth von y^ 
ganz allgemein y reprasentiren können« So lange daher Ay<, für he^ 
stimmte Werthe von x\ wie klein auch i genommen werde» positiv 
ist| werden die verschiedenen Werthe von y wachsend, — so lange 
aber diese Grösse negativ ist> jene Werthe abnehmend fortgehen« 
Wenn also^ anfangs wachsend » nachher aber abnehmend, oder um- 
gekebrtj anfangs abnehmend ^ nachher aber zunehmend, fortschreiten 
soll; BO wird AVf im ersten Falle, anfangs positiv, nachher aber ne- 
gativ BejUf mithin aus dem Positiven in dad Negative, *- im letzten 
Falle bingogen negativ, nachher aber positiv, folglich aus dem Nega- 
tiven in das Positive übergehen müssen. Wenn nun Aj, durch eine, 
allmählige Zanahme von x, aus dem Negativen in das Positive, oder 
umgekehrt, von dem Positiven in das Negative übergehen soll; so 


i 


'J 




■iJ«H *< 
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wird es nothwendigerweiae einen Werth für x^ z. B, a, geben müs- 
sen, 60 beschaffen, dass, wenn' man statt seiner ft-^- h substituirt, ^y 
positiy oder negativ, — wenn man aber a — h substituirt, äy negativ oder 
positiv wird, wie klein auch' h und j, die übrigens vollkommen unab- 
hängig von einander sind, genommen werden. Offenbar ist es als- 
dann dieser Werth von x^ a nehmlich, der einem Maximom oder 
Alinimam von y entspricht 

Setzt man daher in 'der obigen Gleichung für Ly anstatt x ein* 
mal a 4" ^) und ein andermal a -— A, so hat man, indem mdin für a 
das Zeichen x beibehält, hinsichtlich des Maximums und Minimums 
folgende zwei Bedingungen: 

/ (^oj-j-Ä-f-O — /(^+ÄJ negativ oder positiv, 
y fx — h-^-iJ — f C^ — hj positiv oder negativ, 
wie klein auch h und i genommen werden« 

Entwickelt man nun diese Grössen nach steigenden Potenzen 
von I, so erlangt man für jene Bedingungen, wegen des unbestimm- 
ten Ä, 

dx ' + -^^S=— ' Hit -^^-^ ,X3 +••• P^*»'' ""^"^ '*^'^*»^' 

wie klein auch h und i genommen werden* 

Da diese Reihen mit z ss o verschwinden 9 80 kann bekanntlich 
i so klein gedacht werden, dass die Zeichen ihrer Wertbe allein von 
denen' ihrer Anfangsglieder abhängig sind. Die vorigen Bedingungen 
gehen also, da i als positiv betrachtet wird, über in 

d^ negativ oder positiv, . . 
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und ■ ^ ^- — ^ positiy ader negativ, 

wie klein auch h genommen werde*. 

Bekanntlich ist daa Zeichen einer zusammengesetzten Grösse von 
den Zeichen ihrer Pactoren nnd Divisoren abhängig. Damit al^o die 
obigen Bedingnngen statt finden können , werden sie nothwendiger- 
weise für einen der Factoren oder Divisoren jener Grössen statt ha- 
ben müssen. Bezeichnen wir daher irgend eine» einfachen Factor 

oder Divisor von \^^ ■ roit 9 C^±ä) worunter alsa eine ganze 

■ . « 

Funktion von x verstanden wird; so haben wir die Bedingungen 

^ ^rc + Ä^ negativ oder positiv, 
^ Cx — hj positiv oder negativ, 

wie klein auch h genommen werde. 

. ■ ... 

Entwickelt man diese Grössen nach steigenden Potenzen von //, 
so erlangt man die Formen 

^ Cx) -|- jjf A~ ^^ JVÄ'' + PÄ^ + • • • negativ oder positiv, 

^CxJ-^-MC—hf ^NC—hf +P(— /0^+... positiv oder negativ, 

wie klein auch h genommen werde, und wo, wegen des besonderen 
Werthes von x, die Exponenten m^ n^ p,.. so wohl gebrochene,' als 
ganze, nur> indem die von //.abhängigen Theile ftlr h:=zo verschwin« 
den müssen, keine negative Zahlen seyn können« Da nun, ,au5 eben 
diesem Grunde, h so klein genommen werden kann, dass das Zei- 
chen des Werthes einer 'jeden von diesen Reihen bloss von dem des 
Anfangsgliedes abhängig ist; so hat man 1 


1 

V 


/ 


( 


■■• 
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^fxJ-f-MÄ" negati? oder positiv^ 
^(^a;)-|-Af(— Ä)" positiv oder negativ, 
wie klein auch h ^nommen werde. 

Da ferner m eine positive Zahl ist, so kann offenbar diesen Be- 
dingungen keine Genüge geschehen, wenn nicht wenigstens 

^ (jc) = o 
ist; obgleich «s auch zugleich rfnlenchtet, dass diese Gleichung sehr 
wohl statt /finden kann, ohne dass dennoch obige Bedingungen erfüllt 

werden. 

Nun ist es klar, dass, da ^Cx±hj «inen Factor oder Di- 
visor von , -^5^- ^ beseichnet, ip(^) ein Factor oder Dinsor Ton 
^^ aeyn wird. Die Gleichung ^ (1?)*= o hat also au Folge 

entweder lü"" = **■» 


oder 




Da von den beiden letzten Gleichungen nothwendfgerweise eine 
statt finden muss, wenn die beiden obigen Bedingungen überhaupt 
erfüllbar seyn sollen; so wollen wir uns, zur Ermittdung der übrigen 
gen Bedingungen, den ans dieser Gleichung für x hervorgehenden 
Werth in den obigen Bedingungen 

\ negativ oder positiv. 


* • «c ■ 
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der 


• • 


positlr oder negatir^ 


Bubstttairt^ lind diese Ausdrucke nach steigenden Potenzen Yon h enf-* 
T^ickelt TOrsteOen, Man erlangt alsdann offenbar 

Ah^ -{- Bh^ + Cä^ -{-..• negativ oder positiT> 
j4 (^^hy ^B {—7if ^CC—hy +••• positiv oder negativ, 

inrie klein auch h genommen vrerde, vto Af ^> >»•* sowohl negative, 
als positive, ganze als gebrochene Zahlen seyn können* 

Da nun h so klein genommen werden kann, dass das erste Glied 
in )eder dieser Kedxen aUe folgenden überwiegt j so kommen diese 
Bedingungen auf 

AA^ negativ o<}er positiv, 
^( — Ä)* positiv oder negativ, 

zurück, die offenbar nicht erfüllt werden können, wenn nicht a ent« 
^eder eine ungerade ganze Zahl, oder ein Bruch von ungeradem 

Zähler und Nenner ist Ist alsdann A negativ, so ist ^'/^'^^j 

negativ, und ■ *^ . — ^ positiv; Ly nimmt in diesem Falle mit der 

Zunahme von j;ab, und es ist j^ ein Maximum» Is.t hingegen A po- 

sitir, so ist auch '"^i positiv, '^1^~ ■ aber negativ, und Aj 


nirnntt zu, "wenn x zunimmt; y ist alsdann ein Minimum« 

Stellen wir das Bisherige unter einen Gesichtspunkt zusammen, 
BO haben wir folgendes Resultat: 

ifit ^==/(^')> so hat man, sowohl für das Maximum, als das Mi« 
mtnam von y die gemeinschaftliche Bedingung: 


^ --~--^ 
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entweder 


oder 


dx 




= ^^ 


aus einer von welcfaen [<jleichungdn -sich 4er Werth von x^ einem 
Grössten und feinsten, wenn es ein solches |;iebty entsprechend, er- 
giebt. Um alsdann ferner zu untersuchen, ob dieser Werth von ac 
wirklich einem grössten oder kleinsten Werthe von y angclhorOi sub- 

stitttire ttati ihn anstatt a; in s^ 't und entwickele diese Grösse 

nach steigenden Potenzen von h. Tst alsdann der niedrigste Expo* 
snent von h eine ungerade Zahl oder ein Bruch von ungeradem Zäh- 
ler und Nenner, so ist ^entweder ein Maximum oder ein Minimum, 
vorhanden, und zwar erst er es, wenn der Goefdcient des Anfangsglie' 
des negativ, letzteres hingegen, wenn derselbe positiv ist 

S« 35. 
Für den Fall ober, wo der Ausdruck, 

dr 

nach der Substitution des^ einem Grössten oder Kleinsten entspre- 
chenden, Werthes von x anstatt x^ der Entwickelang nach ganzen 
und positiven Exponenten von h fähig bleibt, lässt sich die Regel für 
das Criterium ^ines Maximums und Minimums, und für die Entschei- 
dung zwischen beiden, etwas bequemer abfassen. In diesem Falle ist 
nehmlich, so fem man 




\ 
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^etiEt, 


'A=s. 


. a-f^^ 


t d*+y(ar) 


i.a-3..* dx* 1.2.3...» da:*+i 

-wo also» ynaxa « eine tiogerade Zahl iöt, »+i «ine gerade Zahl seyn 
-wird. Da nnn die R«he ^ 

ib welche die Entwickelang von - \j^ i "«ch jener Snb«timtion, 
ganz aQgemein übergeht, unter der Yoraossetznog, dass «, jS, 7 . . • 
ganze und positive Zahlen wiea;^ nicht die E|ptwickelnng yon /^^ 2 


dUmtellen kann, wen» nicht -g^ 


o ist; so hat man in diesem 


TaUe erst die gemänschaftliche Bedingung: 


da; 


OZ 


ferner mnss der niedrigste Exponent yon * in der Entwickelang von 
jCxA^K) «ne gerade Zahl s^n; nnd.ea^h, indem man diesen Ex- 

pojtmten mit A bezeichnet, -^^^ negaÜT für das Maximum, und po- 

ütir für das Minimum, • 

jyiea iat die Regel, welche für die Bestimmung eines Maximums 
odef Mimimums einer algebraischen oder transcendenten Funktioa 
oa Einer ▼eränderlichen Grösse gewöhnlich gegeben ^ird. Man 
dasa sie auf der ausdrücklichen Voraussetzung beruht, dass die 


Si KAP. HL ANWEND. DER VARIAT.- RECHNUNG 

Grösse/ (x+ä), nach der Substitution dea für x gefundenen Wer- 
thes, der Entwickelung nach ganzen und positiven Exponenten ?oq /i 
fäbig bleibe^ welches bekanntlich Ausnahmen leidet«. 

' Die Regeln, welche man für die Bestimmung einea Maximuma 
oder Minimuma einer algebraischen oder transcendenten Funktion 
mehrerer yeränderlichen Grössen zu geben pflegt, beruhen auf ähn- 
lichen Voraussetzungen , und sind daher . mit gleicher Einschränkung 
aufzufassen Da es aber, Yon einer andern Seite, klar ist, dass der 
Fäll, wo die Grösse nicht der Entwickelung nach ganzeir und positi* 
ven Exponenten fähig bleibt, wirklich als eine Ausnahme zu betrach- 
ten ist; so lässt sich diese Un Vollständigkeit entschuldigen. Es ist 
aus eben diesem Grunde, dasa wir, zur Vermeidung aller zwecklosen 
Weitläuftigkeiten , uns im Folgenden lediglich aut die Betrachtung 
des allgemeiaeo Fallea beschränken werden, in der Ueberseugung, 
dass es dem Leser, vermöge des Vorigen, ein Leichtes aeyn wird, 
dieselbe ai|f den Ausnahmefall zu erstrecken* 

s. 

§• 34- 
Es sei 

wo x^ als absolut-, jr^ z, l^.. hingegen als relativ -unabhängig anga» 
sehen werden^ und jF eine beliebige algebraische oder transcendente 
Funktion von den sich unter demselben' befindenden Grössen be- 
zeichnet* 

Es ist einleuchtend, dasa der Werth von Handera ausfallen wird« 
jenachdem man fixry^z,i... andere Funktionen von or, und für a:, selbst 
einen andern Werth subsituirt Man wird also nach denjenigen Funk- 
tionen mTjr^z^i..^inx fragen können, welche, indem man für a? 




n 


AUF DIE BESTIMM. DES ORÖST. UND KLEINST. 33 

den Weith x zu Gmnde legtj für /^ ein Maummn oder Mimmam, 
d* h. einen Werth ^eben, <]er ^össer oder kleiner^ ala der ihm un« 
mittelbar Torbergehende und folgende ist, welche man erhält , wenn 
mao, für .a> den Werth x festhaltend^ y^z^i ... Yerändern 
Es mögen r^,z, e^.^ die Funkäonen Ton w selbst 
welche 9 [iir X ^ss Xf den Werth Yon J^ zu einem Grössten oder 
Xleinsten machen« Alsdann hat man offenbar, für «^ as xA 

für ein Masdmnm, und - 

F C^* y + ^# X + I9z, ^ 4- A) r « « • ) ''z=>- F {x,y, z, i . . .) 

für ein Afinimumy TOn welcher Form audi iy^ Iz^ h .j, . , und wie 
klein anch A, positir oder negetivj j^enommen werden* 

Denkt man «ich den Ausdruck 

nach ganzen und positiven Exponenten von A, wovon sowohl hier, 
als im Folgenden die Möglichkeit ausdrüddich verausgesetzt wird, 
entwickelt; so hat man 


»8«3 


• • 


o für das Maximum^ und :r>* ffir das Blinimumi unabhängig 
von K iy* iz^ i^ tt* s. w. 

Da aber diese Reihe für A sss o terschwindet, so wird man diese 
Grösse I was anch für iy^ iz^ it.. . gesetzt werde, stets so klein an* 
nehmen können, dass das Zeichen des Werthes der Reihe bloss von 
dem des AniangsgUedes kif^ abhängig ist. Weil nun diese Grösse 
mit A selbst von Zeichen verändert; so. vnrd der Bedingung des 


. ■•• 


/ -. 


dF\ /dr\ /dr\ 

O, { ■- ] SSS Of U. S. w. 
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I ^ 

Maximums oder das Miiitmams' liicht genügt ifrerden können , wenn 
nicht» nnabhäagig ron iy^ izy it... 

iV— o 
ist Da ferner 

ut; 60 hat man 

welche Gleichungen also» dem Maximum und Minimum gemeinschaft- 
lich , indem ihrer eben so Tielb, als der Unbekannten .sindi zur Be* 
Stimmung dieser dienen« 

Denkt man sich daher ^die» aus diesen Gleichungen für^^ z, t\^. 
hervorgehenden Werthe in o; in der obigen R^he substituiit; so geht 
dieselbe über in . , . 

deren Werth also «<:: o für das Maximum» und r:> o für das 
Minimum» unabhängig von k, ^y, iz, it u. s. w. sejn muss. Da 
aber k so klein genommen werden . kann, dass da& Anfansglied dieser 
Heihe die Summe aller folgenden überwiegt; so erwächst daraus^ 
weil k^ stets positiv ist» die Bedingung: i^f^ oder 

Q ^' + . c^Q V..+ a^ »'• + . (^) .... 

-<C o fSt das 4tf äxfmum » und ir> 6 für das Minimum , und wMav uii* 
abhäiigig von ^^ ^^^ ^r u* s. w« 
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■ ■ » 

§.35. 

Alles kommt demnach darauf aoi die Bedingungen zu erEorschen^ 
unter welchen eine Funktion von der Form 

in welcher -^y ^, C . • gegebene^ p^ q, r, *. . , ♦ aber unbestimmte» 
Yon einander unabhängigei jedoch reelle, Grössen bezefchnen, stets 
positiv oder negativ ausfallt, welche Werthe auch für p^ q ^ r» s . . . 
gesetzt werden.. 

Zu diesem Ende wollen wir uns ^lese Grösse «nter die Form 

gebracht denken, wo, wie solches aus der Entwickelung und Verglei* 
chung derselben mit dem vorgesetzten Ausdrucke erhellet, 

• — ,^ . 

e~ ^— TT» 


4/ 




£-^^ 



ff »/_ 

G 


«»■ -»-*- 
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H 


£G 



ikg 


I — 


7 = 



.(^ -f^)("-!f) . ; 


«# 


.AA 


MiM^ki 


/ssif 


U.. 8. W. 


(. -v-{-^^-(fz^(^zI)}' 


■; 


■^ 


Ae 


^ 


ist 


Nan ienchtet es ein. dass, damit jener Ansdrack, unabhängig yon 
p^q^r^s... 6tet8 positiv oder negativ sei, von den Grössen f,g,h^l.., 
iioth\Mndigerweise y r:> »oder -<: o seyn muss, und eine jede der 
übrigen im 'erstem Falle nicht ««dOy und im letzlern uicht :r>* o 
sejn darf; wie auch, wenn dieses statt findet, besagter AusdrndL be- 
ständig entweder po^itiv^ oder negativ aeyn. wird« 

§•36- 
Wenden wir dieses Besultat auf den vorigen Ausdruck 
/d*r\ /d'^V^ f^^^\ 

(§. 34.) an, wo if, h^ h..^ als beliebige Funktionen von x^ für 
x=a; in Repräsentanten beliebiger Zahlenwerthe übergehen, indem 
wir 


d^P\ /A'F\ /d^f\ /d*/^N 


iy7=p, ^zs=^^ ^^ = r..» 




I 'M-rZ 


mithin 
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'Q=^-»(i^)=^>Cif)=''- 


Ik S. W. 


setzen: so kommr 


8 


j 


Asss. 


\ df JJ " \dyAt) 


7 


{ (ara J'^"' v^^J \^t)} 


oder 


ti, «. w. 


/=(^r) 


d«r\* 


ff 




\dP"y\l.d/* Aap / Wdzjj 


u. «. w. 
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Diesem nach liat man 
für da« Maximum:/ -<: o, unfl g^ ä, •♦. nicht !i>- o; 
für das Minimum-. / rr^- o, und ^, h, ;,. niichft ^c: o. 

Da aber, wenn fß g, h • . • mit demselben 2^icken behaftet 
Sind, aowohl/^, As f^ gh poskiy ist; so hat man auch 

eC <o f ut das Maximanii und r>- o für da« IVIInimain, und 


zagleicti 


($^)(3F ) - ($^) -»■'^c^' 


Vmcht 






U. 8. W. 

s 

sowohl Jüf das Maximum, als das Minimum, so fern man a7c=x setzt. 
Uebrigens leuchtet es ein, dass, wenn in der Rtfihe' 

— « 


1.3 .' i.a.3 i.3.j<4 


rr + 


• • 


mit ^ /^ zugleich ^^ /^ gleich Null würde , alsdann , im Falle eines 
Maximums oder Minimums, auch ?^/^ verschwinden musstei u. s. w. 


^ 


§. 37. 

Denlit man sich nun in den letzten Bedingungs- Ausdrücken an- 
statt y^ z^ t^ .. ^ ihre, für das Maximum oder Minimum, in x gefunde- 
nen Werthe substltuirt, so werden dieselben übergehen in 


Sesk 


* 


/ 


A 


1 
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•<^ (x) <c; o für das Bfcaimnnf^ und :=:» o für das MiaÜBom; 

toid 2iQigleich 

*(,) (x), vrie auch •f-.«) (^>> nicht <; o^ 

sowohl für das Maximum, als das Minimum. 

Alsdann ist es klar, dass für alle Werthe yon x^ welche diesen 
Bedingungen zu entsprechen yermögen,^ die Grösse T^ ein Maximum 
oder ein Minimum, d. h, grösser oder kleiner, als der unmittelbar vor- 
hergehende und folgende Werth seyn wird, welche man für diese 
Grösse, -zwar mit demselben Werthe von x^ aber bei veränderter 
Relation »wischen y^ Zj t^ . . und x erhält. Dass es, allgemein zu 
reden, mehrere solche Werthe für x geben muss, wenn es über- 
Baupt Einen Aoichen giebt, leuchtet ebenfalls .ein, sottald man nur 
überlegt, daas * (x), *(,) (a^), *<,) (^)r für je = jj "bestimmte Werthe 
annehmend, im Allgemeinen, «einer unendlichen Anzahl andrer Wer- 
the denselben Bedingungen genügend, fähig bleiben, die sich ersterm 
auf stetigem Wege anschliessen, und ren denen jeder ■einem J>esoa- 
dem Werthe von x entspricht. Im Allgenteinen giebt es also stets 
ein gewsses Intervall von Werthen für x, für v«relche /^, unter obi- 
ger Voraussetzung, ein Maximum oder Minimum wird. 

Denkt man sich femer ^ (a;), *(.) (a5>, *<•) (pö) in Factoren «er- 
legt, so iat es eben* so klar^ dass ^es- sogar mehtere, durch ^evrisse 
Zwischenränme yon einander getrennte, Interyafle von Wertben für 
X geben ±änn, welche alle die otigen Bedingungen erfüUen. 

Eadüch geht hieraus herror, dass, da r einen andern Werth er- 

bät je nachdem für jc ein andrer Werth geseut wird, man auch 

acfa demjenigen Werthe von x fragen, kann, für welche ^, unter je- 

Wertheii,' ein Grösstes oder Kleinstes werde; eine Frage, deren 


.Ä- " •. 
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Lösung auf die Bestimmung des gewöhnli^en Mästimums und Mini-' 

mums zurück kommt* ^ • 

§. 38." 

Ist 'inzwischen die Grösse ^^ nicht auf eine entwickelte Weise,- 
sondern durch eine algebraische oder transcendente Gleichung yon 
. der Form 

gegeben; so hat man nur, indem man, der Kurze wegen, /^^x>f#'e,^«0 
xmit /^ bes^ichnet, die yariirte Gleichung 


P »'-+ Q ^ + (a?) - + Crf ) »' + 


• • • 


o. 


zu nehmeni , und iP% unabhängig von« fyj. hf ^^ ..4 9 gleich Null zu 
macböni wodurch man erhält 

/dFs" /dF\ /dFx . ^ 

welchoi in Veri>indung mit der gegebenen "^ 

F (V, X, y, z^ i M • »^ SS o 

zur Bestimmung von^^z^^.«. und J^^ einem Maximum oder Minimum 
entsprechend, dienen werden* Ferner wird man noch die variirte G.Iei« 
chung der zweiten Ordnung zu nehmen, hieraus, in Verbindung mit 
den Torigen, den Werth von ^'^zu ziehen, und vermittelst dessen, 
nach den oben entwickelten Bedingungen, über das Maximum oder 
Minimam zu entscheiden haben. 

Da die Regeln, auf welche die Bestimmung eines Maximums 
oder Minimums in diesen beiden Fällen zurückkommt, mit denen für 
die gewöhnlichen Grössten und Kleinsten zusammen fallen; so wird es 
nicht nötbig sejn, dieselben durch besondere Beispiele zu erläutern. 
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Im Vorhergehenden sind vir von der Voranssetzung aflsgegan- 
gen, dass die in V enthaltenen relativ-unabhängigen Grössen aUe un- 
abhängig Yon eiiiander seien. Sollte dieses aber ^icht der Fall seyn, 
so wikde man auf die desCaUsigen fiedingnngsgleichiingen Rücksicht 
2U nehmen haben. Das Verfahren, welches sich unter diesen Um* 
ständen zunächst darbietbel^ besteht darin , yermittelst der gegebenen 
Bedingnngsgleiclmngen eben so viele von den Unbekannten an eli- 
minireuj und alsdann in Beziehung auf die zurückbleibenden das 
Maximum oder Minimum zu bestimmen. Inzwischen könnte diese 
Metkode I nach Maassgabe 4er gegebenen Gleichungen , höchst be- 
schwerlich werden, weshalb ^s nicht ohne Interesse sejn wird, in die- 
ser Hinsicht eiiien andern Weg zu bezeichnen« 


Es sei 


y ^n F (X, y, z, t, u . . .) 


yfo y, s^ t, u ..*:, n an der Zahl, die relativ unabhängigen Grössen 
bezeichnen, zwischen welchen die m folgenden Bedingungs • Cleichun- 
gen vorhanden seien: 

ff^ , 2= <p (x^ y^ z, t^ u . . .J ^^ o^ 

W{:i) = ^(1) (00^ y, z^ t^ u .,,) }=. o, 
1:^,; SS ^(,) C^^ y^ z^ t^ u ...J :=i Oj 
u. s. w« 

fTi^-^SSS^Cm-i/X^ y^ Z^ tji U ,,.J ^SS. €K 

Kraft der dem Maximum und dem Minimum gemeinschaftlichen Be- 
dingung hat mim 


A 
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und. Kraft jener BedingungsSleichung^n, die ßls unabhängig von je^ 
der he^ndera Form und Werth tür y^ ^^ t^ u .*^ 6tau findend ge- 
dacht werden,. 

Um daher zu den Gleichungen des Maximums .oder Bfinimunts 
eu gelangen I wird man, vermittelist der letzten m Gleichungen, von 
den n Variatiohen iy, iz^ it^ 9u.\.^ in der vorhergehenden enthal- 

f 

fen, eine Anzahl von m eliminiren, und die resultirende Gleichung, 
unabhängig von den zurückbleibenden und deshalb von einander in« 
pendenten Variationen! gleich Null machen können; 

Die Aufgabe kommt demnach auf die Elimination von m Grös- 
sen des ersten Grades zwischen (m -f- i) Gleichungen zurück« Be- 
kanntlich kann in einem solchen Falle stets ein Sjstem von (/n-f-i) 
Factoren i, Ä, ^o, A(2)» A^) ♦.• A(m-i$ nachgewiesen werdet», so be- 
acha£fen| dass, wenn Man damit die gegebenen Gleichungen multipli- 
wtf und alsdann die resultirenden zusamn^en addirt, d^e gesuchte 
Endgleiehung hervortritt«. Da nun 

»«'=(T)"+(T)-+(^-?)"+(=^T-)'»-=^ 




I 
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ist^ ao. Ikat man- 


> 


(^-)^-^(^-) 


"*• (4?) »^«+-— 


fdtV \ 


+ * 


/d;r.\ 


\ dtt 


) >»i + . . . 




T* • •• • 


u. s. ^, 


/d^F^».,)\^ /J^ni«)\v /J^«-i)\v . /cl/F"cm.x)V 

Um die Begriffe, zn fixiren^ inrollen vrir anneBmeni cTass die m zu 
eliniimrenden Grössen h^ iu ... seien, und obige Endgreich also 
bloss iyr und ^2^ entlialten müsse. Damit dieses statt finde» müssen 
die Factoren A, A(,), A(a)i A;id • . ♦ A(m.i) ofienbar so beschaffen seyn, 
dasB man habe 


O -" C^>^- (^>>"(^) "••■"•- (^^)= 


c^; 


(^>'«(^>"<"(^4----< 


/d^, 


r//j 


du 


velcTie Gleichnirgetis w an der ZaW, zur 
lannt^n Factoren dienen. 

Dieses vorausgesetzt, rediicirt eich die obige Gleichung auf 


der m unbe* 
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^•->-<^)) 


welche, da «ie unabhängig yon ijr und ^2 statt finden mm$^ die bei- 
den folgenden yerschafft: 


(fK|>''»r-a^K(^-') 


-(r««..A(flt-l) 




o. 


C^)-C^*x<^Kr-^)-W=!^)=* 


riirj 


vfo A, A<i), Ac2) *.• A(».x)> ▼ermiitelst der Gleichungen r//>, bekannte 
Grössen sind* Anstatt aber diese Grössen darcfa das System fll.j zu 
bestimmen, und in flll.J 2x1 substituiren, "wird man sie «ach allge- 
mein Temiittelst CILJ aus flllj eliminlren können. Fugt man alsdann 
femer 2u den beiden £ndgleichungen die m gegebenen Bedingungs- 
gleichungen hinzu, so hat man wiederum (^m-f-3^ Gleichungen zwi- 
schen eben so fielen ' Unbekannten , die dadurch also TöUig bestimmt 
sind« 

Die Regel, welche aus diesen Betrachtangen entspringt, lasst sidbi 
folgendermassen aussprechen: Wenn eine algebraische oder trana* 
cendente Funktion mehrerer relativ- unabhängigen Grössen ein Maxi- 
mum oder ein Minimum aejn soll, und zwischen diesen Grössen eine 
oder mehrere Gleichungen Torhanden sind; so braucht man nur die 
Funktionen, welche, den gegebenen Gleichungen nach, Null gleich 
sind, nachdem man ]ede 4urdh einen ui^bestimmten Factor multipli« 
cirt hat, zu der Grösse, in deren Beziehung das Maximum oder Mini- 
mum gefragt witd, hinzu zu fugeui und alsdann in Hinsicht des resul- 


«Hl 
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tirenden Atisdnick^s ebea ao za rerfahren^ ab wenn alle GrdAsen iin- 
abhängig von einander wären. Die hieraus entstehenden Gleichun* 
gen werden, nach der Elimination der unbestimmten Factoren, in 
Verbindung mit den gegebenen , zur Bestimmung aller Unbekannten 
\ hinreichen. ^'^ 

Obgleich wir bisjetzt nnr Eine der Grössen als absolut -unabhän- 
gig angesehen haben; so Aebt man dennoch leicht, dass eine grössere 
▲nzaU derselben keine wesentliche Veränderung erzeugt; weshalb 
es nicht nöthig seyn wird, hiebei besonders zu verweilen. 

S- 40. 

Die bisherigenf Betrachtangen betrafen lediglich eine algebraische 
oder transcendente Funktion von den relatfv- unabhängigen Grössen* 
Jetzt wollen wir ea dem T^Alle den Fortgang machen, wo die gege- 
bene Grösse f^ von der Form 

wrf ^^ ^r ^'r d"jr d« d-2: d»r d/d»/ dP^ \ 


iat, uiMi «olcfae Funktionen Sm y^Zj t ..^ in x verlangt werden, welche^ 
für a;=::a:.^^zu einem Grössten odei Kleinsten machen« 

'Weiui die in V enthaltenen Grössen alle unabhängig von einan- 
der waren, bo würde man hier nach der §. 34 dargestellten Methode . 
y er fahren können* Allein, ' obgleich ^^ 2^ r .« « als unabhängig von ein« 

dv d'y 
ander angesehen werden, so sind es dennoch nicht ^^ ^ » — 


• • 


eben so wenig, «b «» 3^» 5^ ••♦» "^d *^ -^t ^» ••• Man wurde 

also damit anfangen müssen, ans dem für V gegebenen Ausdrucke 
die abhängigen Grössen zu eliminiren. Da aber die dazu nöthigen 
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Relationen unbekannt bleiben.| so lange niqht ekie der Grdssen 
v^, K,--; ^iö ««^^ ^^^® der Grössen z,g|, g^. , ... ; ti.s.-w. 

als Funktion von <x .gegeben ißt: so ist diese Eiimination unmöglicb. 
Inawiscben leuchtet es ein, dass, da die Bestimmung von y^z^t.^.y in 
Funktionen von x^ von eben so vielen Gleichungen abhängig ist, 
dem Üebelstande unter andern dadurch abgeholfen werden kann, 


dx 


einer Am^ahl 


einer Anzahl 


einer Anzahl 


dass Ton den {m + ij Grössen 7. ^ , jj^, . • 

von m; von den <»-f i) Grössen z^ ^, g^^ ,,.. ~ 

Ton «; von den (p^i) Grossen ^^ 3^ . j]^ » • • -^^ 

von p ^. s. w., für x = x, bestimmte Werthe beigelegt vrerden. Die 
Aufgabe lautet alsdann: Unter allen Fiinkdonen für yyz^t . ^., in oU 
welche, für x = a:, den gegebenen Bedingungen genügen, diejenigen 
zu finden^ welche ^, ,für ^en den Werth von ^, zu ;eineiÄ Maxi- 
mum oder Minimum machen« 

Bezeichnen wir durch j^z^t... und y-^KSy^ z-^^h^ t'^k^t . . ,, 
wo man sicli überdiess, der grössern Allgemeinheit wegen, unter 
iz^^.** Grössen von der Form, tf/ (jc) vorstellen kann, zwei Systemen 
von Funktionen, welche jenen Bedingungen genügen, und betrachten 
wir das erste zugleich als dasjenige System , welches 7^ zu einem 
Maximum oder Minimum macht; so hat man offenbar^ für cc = o:;, 

in Folge der Bedingung des Maximums und des Mmimums ; un4 
2) die Variationen der gegebenen Grössen qinzeln gleich Null« 
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Um die Begriffe zu fixiren,. * wollen wir.axmehmen, dass auMer 
y, z, t, keine relativ w unabhängigen Grösaen^ independent von einan- 
der, in V vorhanden seien. Verbindet man daher die (m ^ n -j. ^) 
letzten Gleichungen mit der ersten, ^o werden in der Resultante drei 
Variationen zurückbleiben » unabhängig von welchen die Gleichung 
statt finden muss. Dieselbe wird also in eben iSO viele Differenzial- 
Gleichungen zerfaUen, welche, allgemein zu reden^ mit Vyon gleicher 
Ordnung sejn,. und durch deren Integration die gefragten Funktionen 
gefunden werden. Die (m -|- '^"f"/') beliebigen Constanten, welche 
die Integral - GleiohuKigen zusammen enthalten werden, werden o£Fen- 
bar durch die, für a: = o;, gegebenen Werthe jener (jn-^n^p) 
Grössen .bestimmt. / 

Dieses als Yollfiihrt gedadi^ hat man ferner, die Bedingung 

^d fr .^:^ o tut das Maximum, und rr> o für d^s Minimum, 

welche sich in die % 36. näher entwickehen anfiösst. Denkt ntaa 
sich in diesen die furj^ z^ t gefund^en Wertbe in o? gesetzt; so ist 
68 klar, dass für alle Werthe von o?, diesen Bedingungen entsprechend, 
V^ ein Maximum oder ein Minimum, d. hu grösser oder kleiner seyu 
wird, als der unmittelbar vorhergehende und der unmittelbar folgende 
Werth, welche man für eben diese Werthe von x^ aber bei verän- 
derter Relation zwischen y, z^ t und x erhalt 

Auf eine, der des §'s. 3? voUkomm^M ähnliche Weise überzeugt 
man sich,, dass, wenn ^überhaupt- für Einen Werth von x ein Maxi« 
mnm oder Minimum statt findet, solches alsdann, allgemdn zu reden, 
stets für ein gewisses Intervall, und oft für mehrere, durch gewisse 
Zwischenräume Von einander getrennte, Intervalle von Wertfaen für 
X statt finden wird. 

[13] 


98 KAP. m. ANWlENt). DER VARUT.- RECHNUNG 

Um diesen Gegenstand durch ein Beispfel zu erläutern, wollen 
wir uns die Frage vorlegen: Unter allen Relationen zwischen y und x^ 
welche/ X =: X gesetzt, für y den Werth K geben , diejenige zu fin- 

den, rermöge welcher {r + ^ (»»-'*)} • {>' + a^^^"^)} ^"* Maxi- 
mum oder Minimum wird. 
Da in diesem Falte 

also ganz allgemein 

und, wegen jr ss X^ iy ss o ist; so hat man, der allgemeinen Be- 
dingung des Majdmums anüi des Minimums gemäss, 

.oder, indem man die Prodncte eDtwidcelt, den Ausdmek redacirt mid 
mit da:; multiplicirt, 

dy (a^qg-r— m— n) • ^_^ dx , dx 

Die Integration 'idieser Gleichnng giebt 

2 Log y = Log (x-^m) + Log (x^rC) + Log C 

oder 

WO die Constantfe G durch die Bedingung bestimmt wird, daas, für 
a?=ar^ Y -zrz K seyn muss. 
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Femer hat maut daiy tss o i«t,' 


^'F'=s aCm-ix-) (, 


,(er^' 


t 

welcher Anadruck positiv seyn wird für alle Werthe von x bei de^ 
neä (m — x) und (n^xj gleiche» und negativ, bei denen sie verschie« 
dene Zeichen erhaken. Daher vrird für alle Werthe von cc welche 
zwischen den Grenzen m und n enthalten sind, ein Maximum für 
alle übrigen hingegen ein Minimum statt finden» 

Was den Werth von F' anbelangt, so ist, da 


dv QX^^m — n ^ 

da? a(wf — x)(n — a?)* ^* 


mithin 


und 




»•— 71) 


^=- j («-»)% 


also constaat 


§. .4a. 


y 


"Wünscht man dieser rein formalen Frage eine geometri^he Bß* 
aehuDg zu geben; so ifvird man sie, für den einen Theil, folgender« 
massen stellen können: Unter allen Curven, welche durch einen ge- 
gebenen Punkt, dessen Goordihaten x und. ^ sind, gehen, dieje« 
nige zu finden, in welcher die an diesem Paukte gezogene Tan- 
gente, YOr- und rückwärts verlängert, bis sie zwei auf der Axe er- 
rtchceien, den Abdssen m und n entsprechenden Senkrechten trifft, 
anf diesen Stücke abschneide, deren Product ein Maximum ist 
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Bekanntlich ist die Gleichung, für die TangenM an einem Punkte 
einer Conre^ dessen Coordinaten od nnd.y'sindy 

^-•^'= ai <^^-^)' 

Hnd^ie ihr angehörigen, den Abdsseii m und n entsprechenden Ch^ ) 
dinaten sind alsdann 

Man hat aIsO| indem man x und y anstatt od und y setzt, 

« 

von welchem Ausdrucke , der Bedingung des Alajumums getniM^ die 
Variation IV^ oder, indem r constant i^t,. 

aeyn muss; ton welcher Dlfferenzial - Gleichung die primitive 

ist, mro die Gonstante dergestalt bestimmt werden mnss^ dass, für 
x^s^x, jr^sij werde, diese als besondere. Werthe betrachtend. 

Um diese Curve, die Tom' zweiten Grade ist, näher zu untersu* 
ohen^ wollen wir den Anfangspunkt der Abcissett in den Punkt Ter- 
legen , dessen Abdsse gleich m mid Ordinate gleich Null ist i und 
dieselben I von diesem Punkte ans, mit a;^ bezeichnen, %o dass 
X is 0/4* Tn islL Da die Gleichung alsdann in 

y^ z± '^ C ae' {(«—1») — «} 

übergeht ; so sieht man, dass die gesuchte Gurre eine Slipse ist, deren 

grosse Axe (n^-m), kleine Axe (/i— m) V ^^ und deren Scheitelpunkte 
den Ahcissen fn und n entsprechen« 




bestimm: des gröst. und kjue^ 


Für den andern .Hietl -mrd die !Fr«ge folgenderma^sea lauten: 
Untur aUen Gurven^ welche (durch ^neu Punkt - gehen, des^n 
Coordinaten 0? und ^ sind, diejenige zu finden , in iwelcher die an 
dieaem Punkte gezogene Tangente ^ vor- oder rückwärts verlängert^ 
bis sie zwei auf der Axe efricbteten den Abcissen nt und n. ent- 
sprechenden Senkrechten trifiPc, voo diesen Stiicke abschneide i deren 
Product ein.Minimwn ist; . 

Anf eine, der yorigen T6llkoliimen ähnliche Weise findet man 

y^ ^ C af (x'^fri—m)), 

welches ^ie Gleichung' einer Hyperbel ist, deren grosse Axe gleich 
(xi^^m)f deren kleine Axe^ aber gleich (n^--m) yC ist, und von 
welcher in den Endpunkten der grossen Axe die Senkrechten er- 
richtet ^sind«. 

Die Cpnren des. zweiten Grades haben demnach die Eigenschaft, 
nicht bloss, dass die Tagente eines jeden Punktes Af von den, in 
den EndpnnHteti der. Achse errichtet^en Senkreclxten , Tfaeile abschnei- 
det, deren Product eine constanle Grösse ist; sondern auch, dass 
dieses Product ein Maximum ist für die Ellipse, und ein Minimum 
für die Hyperbel, d» h. grösser und kleiner, als es die Tangente ir- 
gend einer andern, durch denselben Punkt M gehenden Curve zu 
thun vermag. 


§* 43. 




wo X als abso- 


lut- und ^ als relativ- unabhängig betrachtet wird, gegeben ist; so ist 
es klar, dass der Werth der Grösse f^ von zwei Momenten abhängig 


ib2 KAP.m. ANWEND. 1)ER TARIAX-IUECE^ 

ist: erstlich TOn der Relation, 'die zwischen ^tind m statt findet, und. 
zweitens von den Grenzen, «wischen wefeohen das Integral genommen 
wird. Wenn man daher, um mit dem einfocheren Falle «nzuheben^ 
die Grenzen als bestimmt und gegeben ansiebt, und die Veränderlich- 
keit Ton y blpss auf die Veränderlichkeit der Aelation zwisdien jr 
und cc beschränkt; «o kann oJQFenbav die Frage nach d^'enigen Rela- 
tion zwischen y und oc entstehen, yermoge welcher der entsprecfaenda 
Werth Ton V ein Maximum oder ein Minimirm, ^d« h. grösser -oder 
kleiner werde, als* der, aus einer allmäh}igen Veränderung dieser Re- 
lation entstehende, ihm unmittelbar vorhergehende und folgende 

.Werth. 

Es leuchtet ein, dasjs, wenn wr y als diejenige Funktion ron jd 
betrachten, die dieser Bedingung genügt, und den correspondirenden 
Werth Ton P^ mit ^selbst bezeichnen; darauf jr um Ji^y zunehmexi 
lassen, und den ^entsprechenden Werth yon y mit ^(i) bezeichnen, 
alsdann seyn wird : 

^(,) ^<:*3^ für das Maximum und rr>- T^ für das TMinimum, 
welche Funktion von x für ^y und wie klein der Werth für k auch 
genommen werde. Denkt man sich daher T^d) nach ganzen und po-* 
sitiven Exponenten von h entwickelt, so hat man 


folglich 


■ i.a 1.2.3 ' 

y für das Maximum, und r:> y für das Minimum ; 


' 1.2 ' i.a.3 ' 


• • • 


-< o für das Maximum, und 
unabhängig von k und fy.^ 


o für das Minimum, 


"^ 
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Vermittebt einef| der im Vorhei^ehenden angewandten^ ToIIkom- 
men analogen fiettrachtong; ergeben sieb hieraus die beiden Bedin* 
gangen r* ** ^ 

sowohl Rit das JUTaxunum^ ala das Minimum; 

J«2 pr ^^^^^ ^ p-j, jg^ Maximum^ und ;>• o für das Minimum, • 

unabhängig von ^7^ ala Funktion von or betrachtet. 

♦ ■" ■ - 

Um die Begriffe ztt fixiren^ wollen wir annehmen^ dass der 
Werth des Integrals von oo'ss.a bis x=ib ausgedehnt^ oder^ welches 
dasselbe sagt^ für x:=sh genommen werden solle , wenn man die 
Constante dergestalt bestimmt^ das^ 'derselbe für x =? o gleich Hüll 
werde» 

Die Variation für diesen Werth von P^ verschaJOFt uns also , in 
Folge des §'s» a4^ mdem wir daselbst ^a^ ib gleich Null setzen » die 
Gleichung 


/^/y+''-s±^} 


dx 




di** d* 


-^•^^'^ ^+-1;^— dT . ^li^-lür ^+ d^— ---d^s^^o) 

das Integral TO» xzszahiß xssib erstreckt; welche Gleichung unab- 
hängig von iy statt hat 
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Der Kürze wegen wollen wir diese Glachupg durch 

darstellen, wo die Bedeutung von^(a?)> fl(fl)^ üco von selbstklar ist. 
Da diese Gleichung unabhängig von* jeder b^sondem Form für Sy 
statt findet; 60 wird sie auch für ^j = (a;— ä)«+p X (a:w^i)«-H ^i^n 
finden^ wo p und g positive Zahlen von beliebiger Grösse bezeich- 
nen* Da nun, unter dieser Voraussetzung, sowohl £1^2)^ als €1 gleich 
Null wird; so reducirt sich die obige Gleichung ^vS/^y^lx) dx^szo. 
Die Bedingung also , dass jene Gleichung unabhängig von jeder be- 
sondern Form von iy statt £ndet, hat zur Folge, dass <U6 Glei- 
cfauBgen 

jede für sich, ebenfalls unabhängig von ^y statt haben. 
Nun fühlt man leicht, dass die Gleichung 

J^iy ^(x)dx=:o^ 

von x = ö bis x=:bf nicht unabhängig von ^y statt finden kann, 
wenn nicht ^(x) = o ist. Denn, wäre dieses nicht der Fall, so würde 

es erlaubt seyn, 

Funktion von x bezeichnet; die Gleichung würde alsdann übergehen 
in/f(x)dx==io^ das Integral von x=zi bis x=^ genommen; wel- 
ches oiTenbar ungereimt ist. Die Gleichung {A) zerfällt domnach 
zuförderst in 

^ (r) ^= o, nnd n(a) — n(,) = o, 

von denen die erste die allgemeine Gleichnng des Maximums ^ oder 
des Minimums, und- die zweite die Gleichung für die Grenzen, oder 
Grenzgleichung, genannt wird. 


^y — ^i/ ^^ «etzen, wo /(^) eine ganz beliebige 


\ 


t 

ie Grcm^gleichaxig aber wird, weil die mMbKittffg^wn Jy statt 
hat) noch atatt finden , wenn man ,i^ zs (x — a)»-f^ setat. Da mm 
unter dieser Vöransaetzung XI(i) gleich NuM snrird; so zerfallt die- 
selbe in . * 

Ton denen die erste sich auf den Anfangs und die zweite sich auf 
das Ende des Integrals bezieht 

Substttttirt man nun Für £1(1) und £1(8) die "Werthe aus (^^ uid 
setzt. darin das beliebige ^y, nach unid nacb| gleich Consi,^ 
cc^ x^^ x^ n. s* w.,; so erhält man 

^rm ij 2;: ssi cu hr/i} S-H ' 'h f — S-^ s=:Oja,s,y, 


f T « T « «t 


d*»^« 


dt^ 


aus welchen heiden Systemen Toh Gleichangen ndi, durdi Snbtrao* 
tion der ersten Gleichung von der zweiten, der zweiten Ton der 
dritteui der dritten Yon der Herten n« s. «w« die folgenden «-geben : 


3(jr(») 


i..,in ^.d" I^) 


* . 


T 


o. 


dfyjt ) »•••»- -£[2!li3 SSO, 
da "^-da"« 

' da* da»^ 


da 
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dVw «.««^--dM^) 

"dT ^'*""dP5- =•> 

d*^>(«) 9'..«« d^«F(.) 
* t 

- [14 3 


1 
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vtddie, aan an der Zihl, ebenfalU anabhSngig von ^y statt finden; 
was ofitabar nicht geschehen kann , wenn nicht die Coeffii^enten der 

Variationen >/ d) # »Tca) -^^ » -^^ , u. s. w. einzeln gleich Null sind. 

. Die Gleichnng (^, so fern sie unabhängig von jeder besondern 
Föhn Ton ^y statt findet^ zerfällt demnach erstlich in die allgemeine 
Gleichung des Maximums oder des Minimums 




r + '""2+ 




und zweiten^ ia die O^enzgleichtingen 

i..!m d'-'r<,) «.!« ^d'-äJTf,) 3..Jn d'-3r/ 


da' 


da«» 


W_ 


aa»^3 


SS o« • « . 1^(1) a: 0/ 


r rr" rr** 

I...« d^Krt) o..." d'*K,> 3...m_ d«!^?"«) * 


di^' 


f=:o, 2 


d*« 


d6^ 


§. 45. 

nach kommt die ^Stimmung. 'des Werthes TOnjr^ einem 
oder Minimum entsprechend , zunächst auf die Entwicke- 
lung eines Werthes für diese Grösse zurück ^ venndge dessen den 
obigen 2m -f-i Gieichtmgen Genüge geleistet werde« Der Bemerkung 
des §. 24 gemäsSi wird die allgemeine Gleichung des Maximums oder 
Minimums^ welche^ in entwickelter Gestab geschrieben, dio Form 


jr— 




d*r 


7[x ' dx* 


5 4 

d»r d^ 


dx' 


ri.^^ 
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annimmt, im Allgenieinea Mie I^eremual - Gleichung Tondtr ^79fi^ 
Ordnung «ejti, deren primitive aho am bdiebige Goaatantea enthalten 
wird« Denkt man sich diese Relation aU gefanden, und yenrnttelat 
deren y und dessen Diffef eazial CoefGcienten aus den Grenzgleichon- 
gen eliminirt, so wird man eine Anzahl vob sjn Gieicbungen zwischen 
den Grenzwachen Yon a;, a und. 3 nehmlich, imd jenen Gonstan« 
ten erhalten, denen also durch diese wird Genüge geschehen hon- 
nen, wenn es überhaupt einen Werth far y giebt, den Bedingungen 
des gefordetten Maximums öder Minimums entsprechend« 

Dass aber die MögUchkek Hevon an die besondere Form des 
Integral-Ausdrucks aehr gebunden und keinesweges, was sich vielleicht 
aus. der .Uebereitistimmung dier Anzahl der vorhandenen Gleichungen 
mit der der unbestimmten Grössen bei einer oberfläiAlichen Betradi« 
tnng Termuihen liesse, allgemein ist, leuchtet eiu, sobald man nur 
einen Bltak auf die allgemeine Gestalt der sich ergiebenden Grena* 
gleichungen wirft. Denn bezeichnet man die am beliebigen Constan« 
ten mit C(i)> C(a)^ C(3)> . * . C(%m) ^ und die Grenzwerthe für x mit 
a.und bi so erlangt man oiFenbar folg^de Formen 

Aber gesetzt auch, JitLss die Möglichkeit der in Rede stehenden 
Bestimmui^g, im Allgemeinen Torhanden wäre; so würde aie deonooh 
mannigfaltige Ausnahmen leiden, indem, nach der Bemerkung des ao 
eben erwähnten . §*s, die Anzahl der Grenzgleichungen stets stm sejn 


» 
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Irirci, wahrend die Differenzial-GlelchtRig, nach Massgabe der Form 
des gegebenen lotegral-Ausdracdkj, Ton einer niedrigem Ordnung/ mit- 
Bin die AnzaU der beliebigen Gonstanten weniger, als 2m seyn kann, 
in welcbem Fattei aUgemein zu reden, melir Gleichungen, ab unbe- 
kannte Grdssen Torhanden eeyn werden. Ein Gleiches wird, im All- 
gemeinen, statt finden, wenn der vorgegebene integral- Ausdruck, nnd 
mithin auch die Grenzgleichfungen, es sej bloss von/, ader zugleich 
Yon mehrem der niedrigsten Differenaial-Coefficienten, unabhängig 
sind, indem sie dsdann auch onabhängig von den .betreffenden Con- 
stanten seyn werden. Freilich wird anch der Fall eintreten können, 
dass dorch die Substitution des Werthes Ton jr ia £l^ sa fem man 
unter diesem 2^dien den allgemeinen Ausdruck versteht, dessen 
Werth von xssa bis d?sc3r durch £l(a) — 0(0 repräsentirt wird, der 
Goefificient von einer der Variationen unabhängig von x wird, wo- 
dm'ch sich zwei gleichlautende Grenzgleichungen ergeben werden. ^ 


Die Relarion zwisdien jr nnd x als bestimmt voran^esetzt, hat 
man noch die Bedingung 

i^ V •<: o für das Itodmum, und ^»^ o ffir daa Mmnimnm, 

» 

unabhängig von iy. 

Da nnn, y^^/PFixs von a?s=a bis xss3| setzttd, nach §. 16, 

das Integral von xssza bis xszb genommen, ist; so hat man, nach 
§. 7, in Verbindung mit der Bemerkung des §. ftx, 


. » 


BESUMM DES ORÖST» UND KLEINi 


f^ {($^ 


^«P> 


• « 


ITS? 


•••} 


das Integral von.a?s=a^ bis ^=6 erstrecLit 


ix A^y 


Denkt maa sich kr dfesem Aasdracke anstatt y, -^ » ^ Q« s. w. 

ihre, aus der obigen Bestimmung hervorgegangenen Werthe in x ge- 
setzt^ so mrd derselbe übergehen in 



t 

wo y/^ J7^ C.^. • bestimmte Funktionen tou x sind; dessen Betrag 
alsO| TOn a;=a bis x=s^> unabhängig von iy 

«cC o für das Mazinium. und :::> o für das Minimum 
seyn muss. 

fiekanntEch ist das Zeichen des Werdres eines Integrals, zwischen 
gegebenen Grenzen genommen, identi^ mit dem Zeichen des Wer- 
thes des Differenzial-Coefficienten, so fem dieser, iönerhalh desselben 
Interrals, weder Ton Zechen TerSndert, noch uoendlich wii;d. 

Es wird daher S^y, unabhängig von der ^orm Ton iy^ positiv 

GröMO 


sejn, wenn 

TÖn a; = tf bis 3xc=:^, w fem sie nicht unendlich .wird, unabhängig 
Ton iy^ 3^»3^ "♦ *• ^* beständig positiv; negativ hingegen, wenn 
diese Grösse, unter denselben Bedingungen,' beständig negativ ist« 
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Sind daher A^ S^ C . « « ab Funktionen von jc^ io beschaffen, dass 
sie Einer Ton den , $. 34 In dieser Bezieliang «ntwiddten Bedingun- 
gen,, für alle, «wischen iz und ^ «nthaltenen Werihe ron jc genügen, 
und nicht nnendÜch' werden, so ist die Frage «ntschieden. Ist dieses 
aber nicht der Fall, so wird man das obige DÜFerenrial in zwei* 
Theile zerlegen müssen, von denen der eine, unabhängig von Jv, in- 
tegrabel sei, und der ^andere «ine von j^nen Bedingungen «rlüUe.* Es 
sei zu diesem Ende 

Gleichung, <o kommt 


Differenäirt man 

7=Z)-.Q, a, =Ä~Ä.o = F~5, n.«. w.; 

woraus sich also ergiebt: 

ft = Const. 


dx 



P^ C 


[X 

da; 


do 


S SS 


D 
£ 
K 


y 
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Da ß^ Y, f /«; beliebig sind, so wird man sie dergestalt nehmen 
könnnn, dass die Grössen Jl/^ N, P , •. den Bedingungen entspre« 
eben, unter welchen der ^usdrack 

^. +^r. g:+i.(g:)-+<?^.^+i.g:0:+.(^) + . . ; 


fQr alle Werthe Ton a)s=za bis ^ == ^^ unabhängig von ^^^ positir 
oder negativ werde« Um die Begriffe za fixiren, wollen wirannehmen, 
dasa in fJ^ kein höherer Dlfferenzial-Coefficient von ^> als der der 
zweiten Ordnung enthalten sei. Setzt man alsdann 


^^^„^^,.,y = r. 


SO geht di^er Ausdruck iiber m 

Sp^ + Rpq + Pq^ + Qpr + Nqr + ilfrS 
wo,^ indem man denselben, mit dem des §• 35, vergleicht. 


« ft 


g' 


47 — 


2/ / 


46^ 


r//j 


« ' 


Ut; oder, Af, iV, P . . . ▼ermittelst- obiger Gleichungen elimimrend, 


di_ 

(La; 


"17"' 


dx 


47 


u 


I 


I 
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Ton welchen« Grössen also^ damit iur M^ N, P ^... die besi^iten Be- 
dingungen statt finden, lur alle Wenhe ▼on x=ui bis.a:=^^ 

/ "«c; oder :>- o, 

ff 

nnd «ngleicTi g^ h nidht >• oder, •^^ «^ 
sQjn müssen. 

Bestimmt man daher ß^ 7, f» dergestalt, dass man habe 

* 

* ^^ 

so ^ird das Zeichen Yon 

my + my. ^^p {tr+oh. +« & + « t^ty 

mit dem von F identisch spjn, 
JFerner hat man 

.r=/d-|«^.4^^.g-+p(g:)-+«r.5;|:+«£^.0-K(0)-} 


— Ä.)^-?. — y(.)*rM*^^— ■») 


(^^y- 


Da nun, rermöge der obigen Gleichungen ^///«^'i Eine yon 
den Grössen ß^ y^ § beliäbig 1>leibt, xmd die beiden lifarigen, da 
sie durch DiiFerenzial -Gleichungen Yon der ersten Ordnung gegeben 
sind, zwei willkührliche Gonstanten enthalten; so ist es klar, dass man 
diese, nach Massgabe des jedesmaligen Werthes yon iy^ dergestalt 
wird bestimmen l&önnen, liass «das Zeidien des, yon dem Integrations- 
zeichen befreiten Theiles ink obigen Ausdruck, nadi Belieben, positiy 


* • 
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oder negativ werde. . Die obige Bedingvng konait denmaoh a«f dieM 
samck:; 


UMt'+mr.^p{§y+Qfy.'^+nZ'^+s(^'} 



V, 


Ton x=a bid op=zb^ unabhängig von $jr 

«cc: o für das Maximum, and r::> o ffir das Mlnimom, 
welche» dem Vorhergehenden gemäss, medernm ta der folgenden 
führt: 


__^ I 


für aÜe Werthe voll x=zn bis .r =s ä^ •<: o für das Maximam , und 
r>. o für das Minimum , so fern M^ N^ P . • . , für eben diese Wer- 
the von x^ nicht unendlich werden* 

Wir haben zwar angenommen, dass ff^ keinen hohem Differen- 
zial-Coeffibienten, als deA der zweiten Ordnung enthalte. Man über- 
zeugt sich aber sehr leicht, dass, im Falle eines hohem Differenzial« 
Quotienten, das Resahat dem vorigen vollkommen analog ausfallt, 

und dasa^ man, -^^ ^^«i als den höohsten der vorhandeneii b^ 

trachtend, ganz allgemein hat : 

/ d'/JT \ £Q^ ^^ Maximum, und :>- o für das Bfinimmn, 

für aila. Werthe von x=za bis x^s^b, so fem, innerhalb eben dieser 
Grenzen, M, N^ P * * . nicht unendlich werden. Denn ofienbär wird 

die Variation der zweiten Ordnung von fV:, so fern -^^ den hadh- 

[ >5 3 " 
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fetea der Yorbandenen Diff6ren2ial-Goefficieiiten ausmacht, ausser dlttn 


Gliede, rrelches ("j-j) enthält, im Allgemeinen noch i2±l2i^:?}_i 

andere Glieder enthalten, deren Zahl der Anzahl der zn bestimmen- 
den Grössen M,NjP u.s.w* gleich ist« Nun wird der von deih Inte* 

grationa* Zeichen befreite Theil aus ^ * ^^ »" J Gliedern bestehen, und 

dadurch eben so viele von den Gleichungen (/.) liefern. Die Glei« 
chungen (//.) in Verbindung mit (///•) werden noch m andere Glei« 

chungen abgeben. Man hat daher zur Bekimmung jener ^ ' n>^-r^; — ^ 

Grössen eme Anzahl von — 1— L-^ r|- '^ = — 7^ — i Glei- 

I • a ' I • a ' 

chungen, welche, da die folgende eine Grösse enthält, die in der 

vorhergehenden nicht vorhanden ist, weder in einander enthalten 

sind, noch miteinander in Widerspruch stehen werden. 

Die Bedingung, dass M^ N^ P u. s. w» für alle zwischen a upd b 

enthaltenen Werthe von x nicht unendlich werden dürfen, kann die 

Anwendung dieses Criteriums sehr erschweren; nachdem, niQ sich 

von der Erfüllung dieser Bedingung zu versichern, die Gleichungen 

gsrzos h^so , . . integnrt werden müssen, welches bekanniitch, nach 

Massgabe der Umstände, unüberateiglicben Hindernissnn unterworfen 

seyn kann. 

(d*/^\ 
j ^nj, )i von ar=:a bis a;=:a^ nicht durchgehends mit 

demselben Zeichen behaftet, sondern für ein gewisses Intervall, z. B« 
von x^za bis x=:a'^ positiv, und für das folgende, von x^=zd bis 
xssrÄ, negativ wäre; so würde daraus hervorgehen, dass das Maximum 
und Minimum zugleich an die Grenzwertbe von x gebunden , und 
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Ton octsa h\^ Jt^=sa' ein MimnwBii so wie von x^s^ci bis x^s^b etn 
Maximuin ^yorhandeo wäre« 

a^m;.) gleich Null wäre; 

SO wurde dieses offenbar anzeigen , dass weder ein Maximum noch 
ein Minimum vorhanden sei« In diesem Palle wäre i'^W in Bezie- 

hang au£ — — vom ersten Grade, and Ton der Form 


das" 



welcbe« Termittdsi einer theilweiscin Integration des zweiten Gliedes 
sogleich auf die Forni " 

zm-uckgcbracht wird. 
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§.47. 

Im Vorhergehtfnden betrachteten wir die Variation Jy als voll- 
kommen beliebig und durch keine Bedingung irgend einer Art näher 
bestimmt. Diese Unbestimmtheit von ^y folgte aus der Aufgabe , die 
unter allen Relationen zwischen y und x diejenige verlangte, ^ welche 
^ zu einem Maximum oder Minimum mache. Inzwischen leuchtet 
es ein, dass in dieser Beziehung mannigfaltige Beschränkungen statt 
finden können, entspringend aus den Bedingungen, welchen man die 
Relationen, zwischen denen die des Maximums oder Minimums ver« 
langt wird, unterwerfen kann« , Von diesen verdienen hier solche vor- 
zugsweise näher betrachtet zu werden, die jene Relationen durch Be- 
dingungen characterisiren , welche sich lediglich ^uf, die Grenzwerthe 
von x^ a und h\^ beziehen« Die allgemeine Aufgabe für diesen Fall 
kann folgendermasaen ausgesprochen werden. Unter allen Aelatiön.^a 
y und a:> welche, für a?=:a und xzs=:fii\ den Gleichungen 


\ /*"da ' da* ' ja"" d* tl* d*""' / 


U. 8. W. 

WO die Zeichen i', ip-d), ^^^a] ... algebraische oder transcendente 
Funktionen von den sich unter denselben befindenden Grössen be* 
zeichnen, genügen, diejenige zu finden, welche 




I 
t < 
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< a 

das Integral von x^sza bis a>:ss^b erstreckt, 2u einem Mefimam oder 
Minimum mache* 

Um die BegriiTe £u fixifen; wollen vrir annehmen-^ dass die bei- 
den Funktionen^ und/-|-A^) unabhängig von k^ jene Bedingungen 
erfliUen, und erstere zugleich als diejenige betrachten , welche V im 
einem Maximum oder Minimum macht. Alsdann ist es einleuchtend, 
dasSy in Folge der Bedingung des Maximums und des Minimums , die 
Gleichung {A) des %s 43, die wir, der Kürze halber, durch. 

darstellen wollen, hier ebenfalls statt finden wird, jedoch nicht 
unabhängig Ton jeder besondem Form von ^^^ sondern mit Rück- 
sicht auf die Beschräiikungen, die für diese Grösse aus den gegebe- 
nen Bedingungsgteichungen entspringen. Inzwischen lässt es sich 
leicht zeigen, dass, wie aucb die Dedingungen mit Beziehung auf die 
Grenzen beschafifen seien, jene Gleichung stets in diese z.wei 

(p ^) = Oji und ß(a) — ß(i) = Oj, 

zerföUt Denn, da //ä;^ x fx-Ä)»+p x ^xU&^~-t-f^ wo/r^J eine belie- 
bige> (X'^a) und (x — b) jedoch nicht als Divisor enthaltende, Funk- 
tion Ton X, und p und ff beliebige positive Zahlen bedeuten, so 
wohl für x=Ä> als xs:zb, gleich Null wirdj so wird, wenn Sv die gefor- 
derten Bedingungen mit Beziehung auf die Grenzen wirklich erfüllt, 
^Y J^ J (pc) (x — ä)™+p (x — by^^ denselben ebenfalls entsprechen« 
Substituirt man daher diese Form anstatt ^j in der Gleichung 

/if (p (x) dx -f- n(a) — il(0 = o, 

■ 

so «rhält man 


ir7!rzj»ji. 
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folglichi indem man bnde mit «inander verbindet, 

das Integral Ton x^za bis x^^b genommen. 

Im Falle imn 4iach j^ {x) die formen (x — a) und {x — b) mehre- 
remale als Divisoren Enthalten sollte, ^o wurde man diese doch, we- 
gen des beliebigen j9 und g^ bebeni und ^e obi^e Gleichung auf 
die Form 

« 

das Integral Ton ^s=^ bis a;s=:^ «rstreokt^ xuruckfuhren können , wo 
^(x) von {x — a) und (x — hj frei ist, ^ 

Jetzt aber (uhit man Jeicht, dass diese GIdchnng nicht statt fin- 
den kann » wenn nidit identisch j^ (x) = o ist. Denn , wäre dieses 
nicht der Fall, eo würde ^s erlaubt ^ejn, fC^J = ^J - ^u -setzen 
wodurch jene Gleichung In 

/ (^ — ^)""*^ X f«— Ä>"'H da: = o^ 

das Integral von x^=^a bis o; = & genommen, übergehen wurde, wel« 
ches ungereimt ist/ 

Da also % {p^ = o ist ; so ist auch 

(p (x) ^= o> (/.)^ und a^a, — ^f,) s o^ {II) 

welche zwei Gleichungen einzeln bestehen, wie auch die Bedingun- 
gen hinsichtlich der Grenzen beschaffen sejn mögen« 

' Die Gleichung (/) istoffenbar identisch mit derjenigen, welche 
§• 43 die allgemeine Gleichung des Maximums und <Ies JMlinimums 
genannt worden Ist, und, allgemein zu reden, eine Differenzial- Glei- 
chung von der ü?»«« Ordnung, von deren primitiver Gleichung die 


6 
t • 


a>.^ 
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am beliebigen Gonstanten durch^ die Grenzgleichung^ in Verbindung 
mit den gegebenen Bedingungsgleichnngen ihre Bestimmung erliahen« 

' §. 48. 
Es sei nun 

die Mfir, der Kurse halber, durch W<^> = o ausdrucken wollen, eine 
der fiedingnngagleichongen , denen xlie Relationen zwischen j^ und ic^ 
unter wichen die des Maximums oder des Minimums gesucht wird, 
liir x^a und x =s ^^ zu • genügen haben. 

* Da wir jr und y + >( J';^^ unabhängig von ä> als diese Bedingung 
erfiillend betrachten; s6 ist offenbar 

fn^) + i^^(^> + ^ ^» ^W J. u. s. w. = o^ 

- • » 

■mitnia 

Dasselbe vnrd der Fall mit den übrigen Bedingungsgleichungen 

eeyn: sie werden die variirten Gleichun^n 

Jfy(^ = o^ ifV(X> = o^ ^^^C4) = o u, s. w. 

yertfchaffen, Ton denen jede eine Relation zwischen ^c'>^^~x^''7> '*"' 

Um die Begriffe zu fixiren wollen wir annehmen, dass die An- 
zahl dieser Bedingungsgleichungen, die offenbar 2in nicht übersteigen 
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darf, gleich r sei Ihre variirien Gleichungen der ersten Ordnung wer* 
^den uns alsdann r Relationen zwischen den am Variationen veischaf- 
fen^ vermittelst welcher bub der Gleichung Ear die Gcenzen 

eben so Ttele von diesen Grössen eUminirt -werden können« 

Die resultirende ^rleicfauDg, welche, unabhängig -von den ^2/f»— ^ 

' • -1 

zurückbleibenden Variationen gleich Null seyn niuss, wird «ich alsdann 
in fsLm — rj, besondere auflöseni die man erhätt, wenn man' die Coei^ 
fici^nten der Variationea einzeln gl€Üch Null aetat, und welche, in 
Ver))indung mit den r^ gegebenen Gleiofaungen, zur Bestimmiug dw 
a/» Gonstanten dienen werden, 

Ist T=:^fn^ d. h« beträgt die Anzahl der .gegebenen fiedingimgs- 

gleiobungen am^ ao sind die Grössen ^^,) -t^, ^ » \ * •^ '—\ 

aa 

J'W^'dT'T*"' • • • ^m-i »*1« bestimmt, und m a und^ g«V»i^ 


mithin ihre Variationen gleich Null. Der <^penzgleichung 

il(») — 0(1) = -o 

geschieht alsdann schon in Folge dieser Bedingungen Genüge» und 
die 2m Constantea werden allein durch die um gegebenen Gleichun- 
gen bestimmt. * 

Aus diesem Allen geht hinlänglich hervor, dass, wie auch die Be- 
dingungen mit Beziehung auf die Grenzen, innerhalb welcher das la- 
tegcal genommen^werden soll, lauten. mögen, die Frage, allgemein zq 
reden, der Form, nach bestimmt ist, so bald nur die Gleichungen, 
der Zdil nadfr, am nicht fibersteigend, von der obigen Eorm sind. 


4' 


.-«- 
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Anders yerhäit es 6ich inzwischeoi wenn eine da: Bedingungsgleichun- 
gen von der Form 


d>/(,) d»V<o 


dV(a> 4*»rc«> 


d. lu unminelbar zwischen den Variationen gegeb^ wäre. lo diesem 
Falle nehmlich würde man die Gleichung, welche vermöge der Elimi« 
natiod t<HI einer der Variatioiien ans (//.) weg^t, durch keineandere 
ersetzen, mithin auch eine der Constanten nicht bestimmen können« 
Uebrigens finden die in §. 45 gemachten Bemerkungen auch hier ihre 
Anwendung. 

Was die Elimination der durc^ die Bedingui^sgleichangen gege- 
'benen Variationen aus der Orenzgleichung anbelangt, so wird man 
dabei die in §. 39 dargestellten Methode befolgen können. Hiernach 
wird man die Grössen ^PV<<'K SPP^^'^K ^^^ ^ . . > jede mit ei- 
nem unbestimmten Factor A^»>> A^*>> A^5) ^ ^ . multiplicirt, zu vder 
Gleichung ///J hinzu zu addiren , und in der Resultante die GoefH- 
cienten der Variationen einzeln gleich Null zu setzen haben« 

Die Bestimmung von y als völlig geleistet betrachtet, hat man 

noch die Bedingung 

^a fr ,^^ fiir das Maximum , und :^> o für das Minimum, 
mit Rüdksicht auf die Bedingungsgleichungen 

welche auch, dem Vorhergelienden nach, durch 

i^T^ y?S^) i^ W^O + A<'> ^» ^<*) + AC3> p TV&> + . . . 
unabhängig von }y^ <: o für das Maximum, und :>- o für das Mi- 
nimum, ausgedrückt werden kann; und es ist leicht zu sehen, dass 
das Griterium in diesem Falle mit dem des vorigen vollkommen iden- 
tisch ist ' 

C16] 


. '1 


;-*• * 


1 ..:^. 


Va-. • 


-■m. ^.*L 
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Bis hiezn betrachteten vir die Grenzen, innerhalb welcher das 
Integral g^notfimftn werden sollte, als bestimmt und gegeben. Jetzt 
wollen wir aach diese Bedingung aufheben, und uns die Frage vorle- 
gen: Unter allen Relationen zwischen^ und x (die übrigens in fie- 
Ziehung auf die Grenzen mehrem Bedingungen unterworfen sejn 
können) un^ unter allen Wertfaen für die Grenzen, innerhalb welcher 
das Integral genommen werden kann, diejenige Relation und diejeni- 
gen Werthe für die Grenzen zu finden, vermöge welcher der Werth 
von 

d;r« 




• • 


}dx=/ 


wix 


V 


ein Maximum oder Minimum, d«, h« grösser oder kleiner werde, als 
i&f ihm, bei veränderter Relation und .veränderten Grenzen, unmit* 
«telbar vorhergehende und folgende Werth^ 

Betrachten wir j^ >als Repräsentanten der geforderten Funktion in 
Xs und a,und h aIs die gesuchten Grenzwerthe für x; bo ist es klar, 
dass, mit Rücksicht auf die Variation von x^ sowohl hier, als vorhin, 
sejn wird, 

so wohl für das Maximum, als das Minimum, und 

^^ V <C o für das Maxiraum, und :::>- o für das Minimum, 

unabhängig von ^x und ly. 

Nun ist, wenn wir die zuletzt gebrauchte abgekürzte Bezeich« 

nung beibehalten, nach §. 24, 

IV^J^y ^ (xj da? -f n(.) -f. ;^(,j H — ß:,) — /^,)^a^ 
das Integral yon -x ss a bis x = ^ erstreckt; welche Xarösse also 
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gleich Null ist. Aaf «ne, der Torig^ ToUk^mmen analoge Weise 
läS6t sich fteigeni dass^ welche -auch die Bedingongeii seyn mögen, 
denen die. Funktionen mit Beziehung auf die Grenzen unterworfen 
sind, diese. Gleichung stets zerfällt: erstlich, in die allgemeine Glei- 
chung des JUasimums oder des Minimums 

;(p Cx) =z o, CZ) 

uad z'weltens in die, Gleichung für die Grenzen 

Hieraus geht also hervor, dass die allgemeine Gleichung, von 
wr elcher die Sestimmung ^ines Maximums oder Minimums abhängig 
ist, durch die Veränderlichkeit der Grenzen des Integrals auf keine 
Weise irgend eine Modification erhält Dieselbe wird daher, ^allge- 
mein zu reiden, eine Differenzial-Gleichung von der am^^ Ordnung 
seyn, deren primitive Gleichung am heliebige Gonstanten enthalten 
wird. So Fern nun keine anderweitige Bedingtingen mit Beziehung 
auf die Grenzen vorhanden sind, wird die Gleichung (//) sich in 
stm -}- a besondere auflösen, nehmlich: in die des §. 44. 2m an der 
Zahl, und die beiden, aus der Variation von ac entspringenden, 

die man also in^esammt erhält, indem man die Coeffidenten der in 
(77.) enthaltenen Variationen einzeln gleich Null setzt^ und vermittelst 
welcher man die am Constanten nebst den beiden gesuchten Grenz- 
werthen von x^ a und b^ wird bestimmen können, so fern wirklich 
an Maximum oder Minimum statt findet Sollte aber, mit Beziehung 
auf die Orenzen^ eine Anzahl von r Bedingungsgleichüngen .vorhan* 
den seyiif so würde man vermittelst dieser aus der Gleichung (//^> 
nach Vorachrift des vorigen §'s, ^en^ so viele Variationen zu elimini« 






^ 



»'«^^E! 
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ran 9 und die Goeffidenten vorn den, in der residtirenden Gleichung 
xnrückbleibenden Variationen einzeln gleich Null zu setzen haben. 
Die sich hieraus ergebenden (2m 4-2 — r) Gleichungen in Verbindung 
mit den r gegebenen, wurden alsdann zur Bestimmung jener om-f-a 
Grössen dienen« 

Die Funktion jr und die Grenzwerthe von a: auf diese Weise 
.als bestimmt Yorausgesetzt| hat man noch die Bedingung 

#^ ^ '<^ o für das Maximum, und r:> o für das Minimum, 

nnabhängig Ton ^x^ Sf^ jedoch mit Rücksicht aiif die g^ebenen Be- 
dingungsgleichnngen 

;^<«) = o^ ;^^.) = o, ;^C3) s- o^ n. «. w.; 

i^ y+ A^'>^« /f^W + Aöo^« ;^W + A»)^* JV<^) + ; • • 
-<c: o fSr das Maximum, md r> o für das Minimum, 
nnabhängig TOn ix und J)^- 

Bezeichnet man nnn allgemein die Variation der r«« Ordnung 
von V^ ohne Berücksichtigung der Variation von x, mit ^ ^ nnd 
init Rucksicht auf die Variation von x^ mit 1» y} so i&t nach §. 9, 


d*f 


d>,^ 


mithin, da ^ ^fW^^ das Integral ron a; = a bia o; c=s ^ ge- 
nommen. 

Substitoirf man diesen Werth, «o ^erlangt man 


I ■ la ■^vv^'^n 
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das Integral von a:=a bis x=zb erstreckti unabhängig Ton J'o; und ^^ 

» ■ 

-<n o für das Maximuni|. nnd r::>^ o für das Minimcnn« 

Auf einCf der des §. 46 ganz ähnliche Weise ergrebt sich hieraus 
die Bedingung 

für alle Werthe von x^s^za bis o? =: ^^ %o fem l\ JV ganz allge- 
mein in zwei' Theile zerlegt werden kann^ Ton denen der eine unab- 
hängig yon ly integrabe! ist, und der andere,' innerhalb eben dieser. 
Grenzen, nicht unendlich wird. 


o für das Maxitnum^ nad ':>- o für das Minimum, 


Um die Methode durch ein Beispiel zu erläutern, sei 



dx 


v^^% 


•y« 


Alsdann ist mit Rucksicht auf die Varia^on von x 


iV 


y^+w. 


yx 


ix^ i dx 


dx 


I^K-+aS-:) 


7\ dx 



Jydf. 


X 


!f?+^r 


dx 


v^^^^rv^ f^+^D 


■\-ix 


v^. 


X 


welcher Ausdruck, von x^^a bis x^=zb erstreckt, giebt 


T^ • ■• f ^ ' ' • "^ ■ -.— 
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P ■ -dx 


"SßT da 




+ * * - — ^,-7-r^ •^o 


a 


y b " i y 

das Integral ^on x=a bis ä:=f^ genomnleD. 

allgemeine Gleichung^ des Maximams oder Minimums ist 


demnach 

djr 

j da: 


/^^"G+^) 


»ithi" ai ._._^ ^_ _- 


flhund :r^ = 


r^R© . " /^ 


WO a eine beliebige Gonstante bezeichnet Um die letzte Gleichwig 
zu integriren^ wollen wir 


V 


setzen; alsdann ist 
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■ 

folglich 

WO /8 eine zweite beliebige^ Constante bezeichnet » und die EliminA« 
tion Yon ^ vermittelst des Werthes in x die gesachte Gleichung zwi* 
sehen X und y giebt« 

dr 
Substituirt man nun den. für ~ gefundenen Werth, so erhält ' 

man als Grenzgleichung 

m * 

/. Betrachten wir die Grenzen» innerhalb welcher das Integral 
genommen werden soll, mithin die Grössen a und b, als gegeben; so 
gebt die Yorige Gleichung, da alsdann ^a z=z o^ ib =s o^ über in 

i) Wird nun unter allen Relationen zwischen a: und ^ diejenige 
verlangt, welche y^ von xcsza bis xs=:b^ zu einem Maximum oder 
Minimum mache; so hat man ^ 

a = o^ mithin (p = o, und^ = ^. 

a) Wird unter allen Relationen, welche,- für x=ia und .t = ^^ 
der Gleichung 

genügen, diejenige verfangt, welche P^j, innerhalb der bezeichneten 




r. 
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Grenzen, za einem Maximom oder Minlmiim mache; so wg^ebt sicH 
daraus o£Fenbar 




Addirt man diese Gleichung, nachdem man sie mit einem unbe- 
stimmten Factor A^*> multipllcirt hat, zu der Gleichung für die Gren- 
zen hinzu, und setzt in der Resultante die Caeffidenten der Varia- 
tionen einzeln gleich NuU-: so kommt 

-)=o; 


• + - (^ 


+ K: 


4r<2) 


foIgUcb, indem man A<'^ -elimiiiin^ 




o. 


Man liot demnach 

^ = 19^ und j^ = ß^ 
wo j8 durch die Gleichung *• (ä^ ß^ b^ß) = o bestimmt wird. 

3) Wird untw allen Relationen^ welche £iir j; = ^x und o? 
den beiden Gleichungen 

entsprechen, diejenige verlangt, welche /^. innerhalb der bezeichne- 
ten Grenzen, zu einem Maximum oder Minimum mache; so entste- 
hen hieraus offenbar die varürten Gleichungen 




(äff^(vf\ 


dro 
d;ir(a) 


^^-^^ j^v a. /d;ir(a)\ . 


Oj 
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welckOy unter der natutlichen Voraussetzung^ dass die eine jener 
Gleichungen nicht in der, andern enthalten 6ei| oder, mit andern 
Worten y dass j(i) uBd/(ft) durch die gegebenen Gleichungen wirklich 
bestimmt werdeui 

liefern« Um in diesem Falle a und^/3 zu bestimmen, wird man aus 
den gefundenen allgemeinen Gleichungen 


3c == — ; (i 


Cos ^)j y 


*» 


<(p — - 5u» ^) 4- ß. 


die Tier, den Grenzweräien yon x enteprediendeUi 


* = — i <i - Cos ^(^), y^^) 


sa 


QOß 


(?W — Sin ^(,)) 4. ß^ 


jd'ehen, und, diese mit den gegebenen Bedingungsgleichungen 

verbindend, sechs Gleichungen «wischen den sechs Unbekannten 
*, ßs Yi%)^ Xi^^ ?(«)> ?W erhalten, welche zur Bestimmung derselben 
dienen. 

IL Betrachtet man die Orenzwerthe für x^ a und b, als fraglich, 
so ist die Gleichung für die Grenzen 


O^i 


Ca) 


1 J- ^^ _ ^^ 




x) Sind nun keine weiteren Bedingungen gegeben, sondern wird 
tr allen Relationen und unter allen Grenzen nach denjenigen ge- 

['7 3 


* 


.*V- 
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fragt, vennöge wdcber J^ssf TVAx ein Maximnin oder ein Minimam 
werde; so hat man 

ausweleher, in Yerblodang mit 


y^— «»^« 


Ya- 


xz 


ay,a 


A'^a 


faenrorgeht 


B = Oo^ a = "So^ 


noch ein 


vrelches zeigte dass es in diesem Sinne \Teder ein 
Minimum giebt. 

2) Ist eine der Grössen a und B gegeben , so wird die andere 
dennoch i=s Qo^ welches andeutet, dass audi in diaseih Falle weder 
ein Maximum noch ein Minimum vorhanden ist. 

3) Finden anderweitige Bedingungen £ii\ die Grenzen statt, so 
hat man damit nach der obigen Methode, jedoch unter Berücksichti- 
gung der Variation yon a:^ zu v^fahren^ 

Endlich, da [-Tzrr] == — ■ ist; so wird ^ w fern 

man die positive Wurzel des vorgegebenen Integral- Ausdrucks nimmt, 
ein Minimum seyn. 

§. 5». 

Es ist die geometrische Beziehung einer solchen Aufgabey welche 
auf die Bedeutung der Bedingungsgleichungen für die Grenzen ein 
besonderes Licht wirft Die in Rede stehende kann folgendermassen 
abgefasst werden: Unter allen Curven (durch anderweitige Bedingun- 
gen näher characterisiit, oder nicht) diejenige zu finden, in virelcher 
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ein Mazimain ^der Minimum sei. 

Den Torigen Betrachtungen nach ist diese Curvei im AUgemei« 
nen, gegeben durch die Gleichungen 

I ^ 

welche bekanntlich eine Gycloide bezeichnen, deren Erzeugungskreis 
a^ zum Durchmesser hat, und sich auf einer ^^ mit der Axe der y pa« 
rarellelen^ Ton -dieser und ß entfernten, geradten Linie bewcfgt* 

^ /• Betrachten ^ir die Grenzen a und b^ innerhalb welcher das 
Integral genommen werden soll, als. gegeben, und 

i) sind akdann keine fernera Bedingungen vorhanden; w ist die 
Frage folgende: Unter Milien Guryea diejenige zu finden, in weicher 



^ ^ zwischen den Abcissen a und b^ ein Maxi« 


yx 

mum oder Minimum sei» 

Wie wir gesehen haben, ist in diesem Falle j =±: ß, mithin die 
gesuchte Gurve eine gerade, mit der Axe der x parallele, Linie. 

2) Betrachten wir iiberdiess j^(,) als gegeben, so sind die Goordi« 
naten des Anfangspunktes aj /o, bekannt, und die Frage kann als- 
dann auf folgende Weise ausgesprochen werden: Durch einen gege- 

beaen Punkt eine Gurre zu legen, in welcher ^=y «* z^ ' 






»• 
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zwischen diesem Punkte und einem Andern, dessen Abcisse =* ist, 
enthalten^ ein Maximum oder ein Minimum sei. 

Der vorigen N Rechnung gemäss ist diese Curve eine gerade, mit 
der Axe der x parallele, Linie; 

3) Nehmen wir ausserdem noch y^^i als gegeben an , so ist die 
Frage folgende: Durch zwei gegebenen Pnnkie, deren Goordinaten 

ajj^xy, h^Yiu^ sind, eine Curve zu legen, in welcher Vz 



dx 


yx-, 

zwischen £esen Punkten enthalten/ ein Maximum oder ein Mini- 

mnm sei* 

Die gesuchte Gurve ist aladaiOi, allgemein zu reden, die oben 

näher bezeichnete Gjdoide* 

//• Setzt man die Grenzwertfae für Xj a und h nehmlicb, als 
firaglich voraus, und 

i) sind alsdann keine andern Bedingungen vorhanden;* so ist die 
Frage folgende: Unter allen Punkten in einer Ebene xwei, und 
unter allen Gurven diejenige zu finden, so dass, wenn man die 
jers^em yennittelst letzterer mit einander yerbindet, der* Ausdruck 



d« 


VH^W 


yx 


Maxi- 


mum oder ein Minimum sei* 

Dem obigen Galcül nach, was man auch sehr-Ieicht fühlt, 
diese nicht vorhanden« 

a) Die Sache verändert Indess von Gestalt, wenn wir Bedin- 
JB^i^dC^eichungen für die Grenzen annehmen, vermittelst welcher die 
Aufgabe zugleich ein »ehr interessantes Ansehen gewindt. Sie iässt 


.^ ^.i. 
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Sich alsdann folgendermassen aussprechen: Es sind in einer Ebene 
zwei Curven gegeben; man -vYÜnscbt dieselben durch eine dritte ^^r- 


dergestalt zu Verbinden, däss die Formel J Ax 



y^+'£ 


yx 


von 


dem einen bis zum andern Durchschnittspunkte genommen, ein Maxi- 
mum oder ein Minimam sei. Die Frage ist nach dieser Gurre und 
nach den Coordinaten der besagten Durchschnittspunkte« 
Die erwähnten Curven seien durch die Gleichungen 

s 

von denen die erste sich auf den Anfangs- und die zweite sich auf 
den Endpunkt bezieht, gegeben, und die gesuchte, die Cycloide in 
diesem Falle, werde durch 

repräsentirt. 

Das System Xj y muss also die Beschaffenheit haben, dass es für 
X =; a den Gleichungen 

^(i> (^> r) = ^^ j: =/(^>> 

und für o: =s & den Gleichungen 

genuga Bezeichnet man daher die correspondirenden Werthe von 
r mit ^(t> 7(^>; so hat man die Gleichungen 

Das System x -f- klxj, y -j- ^^y muss hO beschaffen seyn, dass 
es, unabhängig von A^ f ür a> = a der Gleichung 


^ \ 


^ ■^^-. . 
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*«) (^» j) = o> 
und für ^ = ^ der Gleichung 

'S 

*(«) (a;^ J') = o 

■entspreche. Da -nun, -wenn y Vit x -s^a sund x 
bezeichnet <wird, ivx .x = a -f- Aj^<» 


/ 


b mit^f,, und ^^^j) 


r=J^w+ %^^« + 


<l'r<t) **^<»' 


<la ""*' ~r .<j^» i.a "^ 


• '• 


•/ (I) > 




utid für X =l1} ^hlh 

ist; so hat man 
unabhängig von % ; iblgh'ch 


>dj, 


j ^^^(0= o» 


t^) + 


/d^',.A d 


)^}**+(^i><«.=- ] 


d* / "^ Vdrw ^ dÄ 
Von einer andern Seite hat man, da 

*« i^'j) = o, *(,, ,(a;> }) =r o^ 
ist, 

unabhängig von jedem tesondern IVerthe TOn a;/ mithin 



o. 
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Eliminirt mair vennittelst dieser Gleichangea die Grössen \^~7^ ) > 
•(' dl'v *°' ^^'^*^ ""^ überlegt, dasr 

ist; so ^rhält man 




4r(?)' 


\ da 




dr(») 


) ^tf + ^J„) = o^ 


1^! - V) ** + ^-^W = »' 


WO 8ich^(,)j^ ^(a> auf die Grenz-Cur?en , mid^(,)^^(tf) auf die Curve 
des Maximums oder Minimums beziehen« 

Eliminirt man ferner rermittelst dieser Gleichungen ^(i)> i/o 
aus der Grenzgleichung 


• dy(«> 


^n« 


vK^+ti^^) 


-^r 


dr^ij 

da 


(O 


y- (■+Jr) 


+ ^* 


|/,^dr*.) 


"HF" 


60 erlangt man 


1 + 


y * 




— i^ 


Ki+^ä^ 


da 


l/*(.+t^') 


^^- 


• da * da 


y" (■+F) 




1 


N 
% 
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vrelch^ die beiden 

Terschafft Man sieht also, dass in jedem Darcli6chnitbpunkte die 
bei<len Tangenten, von denen die «ine der gesuchten und die an- 
dere der Grenz-Curve angehört, rechte Winkel mit einander machen 

müssen. 

Verbindet man mit diesen Gleichungen erstlich die unmitteLbar 

gegebenen v 

^o j(«) =J'c«)^ und j^) == j(.) ist, und zweitens die gefundene 

io hat man sechs Gleichungen zur Bestimmung der sechs Unbekann- 
ten a^ ß^ a^ ^^^(O^^W- I^ft ^i® Aufgabe ' hieduroh auf eine völlig 
bekannte jBurück geführt ist, so würde es überflüssig sejn, hiebet länr 
ger zu Terweäen. 

§•52. . 

Die bisherigen Betrachtungen betrafen lediglich die einfachste 
Form, unter welcher sich ein Integral« Ausdruck darbiethen kann« 
Die zusammengesetztem Formen erschweren allerdings die Rechnung, 
machen indess in Ansehung der Methode keinen wesentlichen Unter- 
schied, wie aus einer nähern Betrachtung der Form von §• 2^9 2a 
der wir jetzt fortschreiten wollen, erhellen wrird 

Es sei V ^=:fWAx^ das Integral von xssza h\s^oc=zb genom- 
men , die G rosse y in deren Beziehung das Maximum oder Mim y^mn 
gefordert wird; und 


-»^ 
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^=f{a, \<.>. >.. A» . . . ,. ^. g. 0, *^ . . . . iV} 

WO 

A =/ote.«nd„ =/ i^. r/'£. B • ■ ■ ■ '0). 

A'o =/n«d.., und n^o =A> (^> J^> al' S ' - ' B^ ) ' 
AC). =/n<»;d^. «nd n« == /o ( a^. jr.^ . 5^ . . . . ^ ) » 

ist; indem die sämmtuchen Integrale 8ö genonuaen gedacht werdenj 
das« A^ für x ^ a verschwinden. 


\r 



/y + «"'(Os+fU? 


ichnung^ 


_; > dos + Xl(a) 


0(») 


das Integral Ton a; = a bis fc s= ^ erstreckt, ist ; so hat .man für die 
allgemeine Oleichung des Maximums oder Miniim^mn 


»...(«) . d* Y 


Y + ••••^S± 


d«» 


o>(^.) . 


und als Gletchimg rar die Grenzen 

n(Ä) — n(i) = o, (IL) 

Entwickelt man in f/J den Ausdruck auf der finken Seite des 

r 

Gl^chh^tzeicfaeas , und setzt anstatt Y dessen Wertfa 

§ T + |(') TC) 4- ?(«) T(*> +~ ?(3) TO) 4- , . , K; 

C'8 3 
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so urird die entstehende DifFerenzialgleichung, im Allgemeinen von 
der a(g)"" Ordnung, die Grössen 0> ^CO^ f(a)^ . . • A^ A'O^ A» . . . 
enthalten» welche , wegen ihrer Form 

w * 

eliminirt werden mSssen, bevor zur Integration geschritten werden 
kann. Man überzeugt sich leicht, dass die Diiferenzialgleichung ua* 
ter folgende Form wird gebracht werden können: 

wo P, Q, Q^*5. Q^^^-,.-. Grössen bezeichnen, die von ?, |^'\ ^'\ .. 
unabhängig dnd« Di£Perenziirt man diese Gleichung /a mal hinter ein« 
ander, so vnrd man durch die Verbindung von (7.) mit diesem /bc 
neuen Gleichungen, von denen die höchste von der Ordnung 

(a(e) + /*) fi^yn ^i^^» ^>ö A* Grössen ^. ^"^/^^^^^ • • ^J^^^ o^imi- 
niren, und als Resultante eine Differenzialgleichung von der Ordnung 

Po-) = o ■ 
nehmlich, erhalten können, aus welcher noch die /a Grössen A^ A^'^^ 

A^^^> ^ • . A^^ '^ eliminirt werden müssen. Diflferenziirt man daher die 
zuletzt gewonnene Differenzialgleichung noch /jl mal hinter einander, 
so wird man aus dieser vermittelst der /a entstehenden auch jene 
Grössen eliminiren können, und zu einer Endgleichung gelangen, 
Vielehe, allgemein zu reden, von der 2('c)+/*)^«" Ordnung sejn wird» 

Die Sache kommt demnach darauf zurück, die Gleichung (/.) 
QkfA mal hioter einander -zu differenziiren, und alsdann zwischen diesen 
^fjL neuen Gleichungen und der Gleichung (/.) die 2i4 
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^ ^'\.^*^ ^ • • ?^**^ ; Ä. Af'>. A«. . . . aC^-^ zu elimiren. Da 
die hervortretende Endgleichung von der i ((ö+ii*)««» Ordnung seyn 
vritd; 80 wird Äe gesuchte prrmitive Gleichung «(Cö+/*)^«" Constanten 
enthalten, die aber nicht alle beliebig «ind. .Denn da die Grössen 
f , ?(^)^ pO^^'^ . . . A^ A^*^^ A^*^> ... ab bekannt angesehen vrerden 
können, so bald die Relation zwischen j und o: gegeben ist; so wird 
man vermittelst der vorhandenen Diffecenzialgieicbungen , von der 
Ordnung 2(5) bis «((ö+^) — « eingeschlossen, afjL derselben bestim- 
men können, so dass nur eine Anzahl voo 2(g) beliebig bleibt« 
Da nun die Gleichung für die Grenzen 

jfi(fi) -* il(t) = o . . ! 

in Verbindung mit den Bedingungsgleichungen , die in dieser Bezie- 
hung vorhanden seyn können, dem Vorhergehenden gemäss, unab- 
hängig von der Variation von ac^ stets eine Anzahl von 2(g) Glei- 
chungen verschalt; so leuchtet ed ein, dass, von diesem Punkte an, 
der Torliegende Fall dem vorigerr vollkommen gleich steht, und da- 
her die desfalls gemachten Bemerkungen, auch hier ihre Anwendung 
finden« 

§.65. ■ 

s 

' Folgendes Beispid mag. zur Erläuterung der Sache dienen. 

Es sei IV s= -j- fydx^ das Integral so genommen gedacht, dass 

"doT 
es für a: =s a versohwinde, und p^sa f Wäxj, das Integral von x^:sa 
bis X := h genommetf« 

\}nk %vk den erforderlichen Gleicfanngen zu gelangen^ vrurde man 
allerdings die allgemeine Formel des §« 25 auf diesen besondem Fall 


i 


^iM^Mk 


■fa^ 


\ 
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unmittelbar -anwenden können. Inzwischen wird es nipljt nndienCch 
seyn, die Entwickelung selbst anrzunehmen, um die daselbst ange- 
wandte Methode zugleich, wo möglich, noch mehr an rerdeutUchen. 
Nach der dortigen Bezeichnung ist 

L zssfydx^ folglich ^A =fiydx; 
ferner 

oder, indem man A« iL eBminirt^ 

^ffr.f-. /^X^x fy^ dV 

Ay /dr\' ^ * 


"Sx 


{%) 


die Integrale so genommen, dastf tf e für a; = a verschwinden. 
Man hat demnach 

die Integrale von x z=s,a Im x ssa b entreckt 

Nim ist| der bekannten Tranaformatioii gemaMi 

ßjrdx 



1^ ^ =/ -^ X /itr a» -/{/^ X *r M 


/( 


/Ax 1 


indem man ^ ~^, von x^a bis x«^, mit / bezeichnet; 

3« 


AUF DIE BESTIMM. DES GRÖST. UND KJ,EaNST. 141 


femer 




TOn X 


if^ 



\AxJ 
a bis X 

dx 


\dx) 


(sr- 


b. Man hat demnacK 



"3« - 




h - 




h 


Yon :r =: a bi9 x^szb genommen» 

. Sie allgemeine Gleichung des Maximums oder Minimums ist 


daher 


fy^^ 


oder 




-/ 


da? 


d»r 


dx 


+ 


d^ 


\f y^ 


m 


(äi) 


ans welcher / 


/d« 
j - und fydx eliminirt werden müssen, be- 

d^ 

Tor z^ur Integration geschntten werden kann« 

ITiiFerenzürt inan daher diese Gleichung, so kommt 

welche Gleichung ^ wegen .der besondem Form von (/.)i bereits Von 


^y 
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tmabhängig tan Bringt «an {II.) unter die Form 




dr d*r 

j ^^^ ^ dx dx' 


3(g)' 


und diifer^nsitrt diese, «o ^ird «chon ^ie unmittelbar hervortretende 
von fjA^ IdeEreit ^eyn und der Integration unterworfen w^den^ kön- 
nen. Da aia von der vierten Ordaung ^eyn vrird^ to frird die ge- 
suchte primitive Gleichang vier Constanten «nthalteUi von denen zwei 
durch die Gleichungen {/.) und {II.) )>estimmt werden« 

Bezeichnet man nun, der Kürae halber^ 

% 

• , für a: r= ^ mit G^t)/ 


so ist die Gleichung für die Grenzen 

G(2) ^(2) — 0(i) Sy(i) ^SS O, 

welche, nach Massgabe der statt findenden Bedingungen, die, zur Be- 
Stimmung der beiden übri|;en Constanten^ erforderlichen Gleichungeii 
abgeben wird. 

Die Behandlung der Form des §. 1^6. unterscheidet sich von der 
der einEachern Ausdrücke ebenfalls nur hinsichtlich der unmittelbar 
hervortretenden allgemeinen Gleichungen. . Da die Operation, wel- 
cher- sie, wegen der darin enthaltenen unbestimmten Integral- Aoa- 
drücke, unterworfen werden muss, bevor zur Integration geschritten 
werden kann, der des zuletzt betrachteten Falles yollkonunen ana« 
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log ist; 80 trurde eine besondere Betrachtang dieser Form über ßus* 
sig seyn. ^ 

§•• 5,4. 

Ist die Grösse /^ welchoi von* x =z a bis cc^=ib^ ein Maximum 
oder ein Minimum seyn soll^ durch eine DifFerenjualgfeichung von 
der Form 




Fl^^ 


dr d'r 




dx™ 


J = o(/.) 


gegeben , so hat man , so fern y die gefragte Funktion von x reprä- 
sentirty ebenfalls 

iy = o 

sowohl für das Maximum, als das Minimumi und 

i^V ^<i Q für das Maximum , und r:>. o für das Minimum* 

Nun ist, nach $• 27» 


ir 


!.•./• _d'-» Afa)*(a) 


2+ 


Ab 


T-l 


*= — /;td«. 


das Integral von x ■== a \m x ^=^ b erstreckt, wo A bestimmt wird 
darch die Gleichung 


t r 


dx' 


and 


f«r«ID 


d> 


AKjy + *" ^^^dx' 


ist* wie auch die /w Constanten den daselbst nahmhaft gemachten Be« 
dingnngen gemäss bestimmt werden müssen. 


i44 KAP, HL ANWEND. DER VARIAT. RECHNUNG 

Tratufonnirt man daher den Aosdnick J x4^ nach der Torbe- 

schriebenen Methode, so erhalt man al« 'allgemeine Gleichong dea 
Maxi&onis oder Minirnnm» 

f • r 

und als Grenzgleichung 

= oj, av.) 

N Die Gleichungen (I), (Q) und (III) dienen zur Bestimmung von 
f^^ A und y und die Gleichong (IV> in Verbindong mit den oben er- 
^ wähnten ft Bedingungen zur Bestimmung der 277t -f* /( Gonstanten. 

^ §.55- 

Um die Methode durch ein Beispiel zu erläutern , sei f^ gegeben 
durch die Gleichung 

^ + • ^ i/.T(^ - 7 = »/ (.) 

welche uns die ranirte Gleichung 

verschafft. Multiplicirt man diese Gleichong mit Ä und transformirt 
solchei so kommt 
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Setzt man nun 


„.^-.aKHIW-^ = „,<,) 


so hat man 


mithin 


• m ^ 

* 


Pieses Torausgesetzt, geht die obi^e Gleichung über in 

ÜX =s Cs 



i 

das Integral yon x = ^ bis x =s ^ genommen« Zur Bestimmung der 
Constante C dient die Bemerkung, dass, da /^ f ür o? = ß,^ als gege- 
ben, iF' für eben diesen Werth ron x gleich Null angesehen werden 
kann« 

Bezeichnet man daher / :^ ^^ ^ " ^ ^^ x^=z a mit T(gu 


Vt +( 


^ 


und für o: = ( mit T/«) ; so hat man 


C19] 


( 


V 
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foIgUcb 


oder 


r« 


fk»yif^ 4- r« — r(.) = o 


^■,i^r=. 





dxs 


\dxj 

» 

das lAt^al von x := a bis x ss ^ erstreckt. Transformlrt man den 
auf , der rediten Seite des Glei'chbeitzeichens befindlichen Ausdruck 
nach der bekannten Methodei so komnit 

d 


A;.)' # r 



-^^1 


\dx) 


h 


hd^ 




Vi + (^-^^ 


"a + ^/^^ 


(«> 


o: CS ^ genonimen* 


y+C^) 


das Integral von x = a 

Hierani( ergiebt sich ab allgemeine Gleichung des Maximnms oder 

Minimoms 


a. 


«A ^ 


da? 


und ab Cleichong ffir die Grenzen 


- o, (3) 




BESTIMM. DES GRÖST. UND KLEINST. 147 


ir 


A,.«r?.?^2 




t«)dA 


(«) 


!/•+(%')' 


— iy»; 


V •+ (%')• 


o> (4% 


Die Gleichung (3) liefert sogleich 


«Af" 




A 


oderi indem man A vermittelst der obigen | «us (a) entspringenden 
Gleichung eliminirt. 


9,V 


y^. 


WO Z> eine beliebige Gonstante bezeichnet 

Um nun ferner aus dieser Gleichung V zu eliminireni wollen wir 
'Sie unter die Form 



/i*^-l/.+(^'dx-JLo^Vi+(g)+Zo^.^- g = Zogr z> 


•teilen und differenziiren, wodurch entsteht 

d 


d^ 


-f-'^d^sro* 


Verbindet man diese Gleichung mit (i), so \»rhalt man 

Hz 

dx* 
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Substituirt man nun diesen Wertbyon ^in (i), so erhält man eine 
Differenzial-Gleichong zwischen x und y. Damit die Resultante unter 
einer bequemem Gestalt hervortrete, woUen wir 

ny ^ r f !• i_ j ^^ 

• - i/ - = -*- T — , folglich dx = — * — — - 


setzen« Alsdann geht /^ über tii 


mithin 


-'^=^'g{' + (D'}+',''-g{' + 3(^)'} 


und die Gleichung (i), nach der Substitution dieser Werthe, in 




n 
oder in 


QX 




von der das Integral 


ist, wo ^ eine beliebige Constante tezeichnef. Löst man diese 
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GleicIiuDg in Beziehung auf / auf, so kommt 

«= if2 . ; 


folglichi diese mit ' 


dx = — ^^ 


n 
yerbindend^ 

da? 




»g('+(m"'"i^*-'(-+''^) 


and 


■Müki 


Integrirt man die beiden letzten Gleichungen, so erlangt man 


l{<£)\ 


-+^S 


d*r 




+a0 


und endlicb, indem man aus 


•k. . •. mt 
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'-=^{.+(^•1 


t elimioirti 




^+^ i^ 


§. 56. 

Nach diesen ^infachern Betraditatigen vroUen wir jetzt die Aufga- 
IQ grösserer Allgemeinheit Tornelimen. 
Es sei * / 

und 

f d^ d*y d"j^ dz d*-2 d"r dr d«^ dP/ dad'tt d^a 1 

yto X 9S& absolut-! und y^ z, t^ u . . ^ sämmtlich independent ron 
einander, als relativ- unabhängig betraditet werden. Verlangt werden 
solche Rdationen für y, z^ t^u... und solche Grenzwertbei a und A^ 
für x\, dass f^> mit Berücksichtigung der Torhandeuen Bedingungs* 
gleichungen hinsichtlich der Grenzen , ^«ui Maj^imum oder ein Mini- 
mum werde« 

Es mögen ^> ^> ^> u « • « die gesuchten^ Funktionen ron x^ a 
und h die gefragten Orenzwerthe für x^ und V selbst den correspoii» 
direnden Mferth von V bezeidmen; /^d) repräsenttre den Werth von 
V^ welcher entsteht, wenn man x-^hlx^ y'\'klys z^h^z^ ^-f-A^r> 
u-^-hiu • « • an die Stelle von x^ y^ z^ t^ u . . . substituirti wo man 
sich, der grossem Allgemeinheit wegen, unter iy^ iz^ ^t . . ^ die 


. ^>* 
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Formen a/(x)y ß/^(a:), y/^^(x) ^ . . TOWtellen kann. Akdann 
bat man 


^(x> -<C ^ (Süc das Maximum^ und ^:s^ 
folglich, da 


y für da» Minimum ; 


!•« 


i«a«3-4 


>r+... 


13t, 


«;. + ^ i'r+ ^ t'y+ -^ *.»-+ 


• • • 


<:: o fflr das Maximum» und r>-,a (lir das Minimum , 

wie klein auch ^^ positiv oder negatir» und weiche Formen auch für 
i'jo^ iy, iz, it^ iu .' . . genommen werden. 

Da aber* der Betrag dieser Reihe für A =: o yerschwndet, so 
kann diese Grösse so klein gedacht werden, dass das Zeichen des* 
selben bloss yon dem des ersten Gliedes abhängig werde; und da 
dieses mit k von Zeichen verändert, so kann offenbar der obigen 
Forderung nicht genügt werden, wofern nicht, sowohl für das Maxi- 
mum, als das Minimum, unabhängig von ix^ iy, iz^ it, iu . . . 

ist. Dieses vorausgesetzt, reducirt sich die obige Bedingung 
auf 

-<^ o für das Maximum, und ::::> o für das Minimum, 
unabhängig von k^ ix, fy, iz^ it^ iu... . Da diese Grösse eben- 
falls für Ä = o verschwindet; so häi man hier, wie zuvor, 

^* y -«c: o für das* Maximum, und :r> o für das Minimum, 
unabhängig von ix^ iy, iz, it, iu u. s. w. 
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Settt num mm in der Gleidmng 

für iV den % d3 entwid^dten Werth; so eriiak man auf der linken 
Seite des Gleichfadtzeicheos eine Fonoi in welcher die Glieder theils 
mit dem Integradi^nszcldien behaftet , theils von demadben befreit 
AouL Der Kurze wegen wollen wir diese Gleichung, durch 

darsteOen, welche, indem nun die lotegrale Ton x =: 41 bis jc = b 
erstredit,. onahhängig von jeder faesond^n Form fiir Jx^ iy» H . . . 
jedoch xtiduichdich der Bedingnngea für die Grenzen statt findet. 
Wie anch diese Bediagongen lauten mögen, werden dennoch, da 
ix, iy, hv. », ff. ab denselben genügend aqgesehen werden, die 
Formen 

^* +/*^ (*) {(X — >«). (j: — Ä))« 
* +/'^ (^) Üix — ä). (x - Ä)}*^^ 
iu +/''> (x) ^(x — a). (r — ^)}l+<^ 

tl* 9. W. 


«• 1 -> - 
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vro xvcAer /^^^^ (af)^ /^\x) ^ /^^\x) ,.♦ galiz beliebige, jedoch (o:— «) und 

(r — h) nicht als Divisoren enthaltende Funktionen yon oc^ und unter 
5^ g'^ g^^'fi'^ • • *♦ beliebige .positive Zahlen gedacht werden, eben die- ^ 
aen Bedingungen entsprechen, vreil diese Formen sich, für x=sa und 
«=^^ auf J'x/ iy^ izj h^ iu . . . Jene Bedingungen erfüllend, rednci«. 
reu. Snbstituirt man daher diese Formen anstatt ^x^ ^y^ iz . . : in ' 
der Gleichung {/f)^ und zieht diese von der resultirenden Gleichung 
ab; so erhält man . . 

m 

die Integrale von x ^ss a bis x s=: B genommen. Da die Grossen 
f^\x)^ f^*\x)y f^^^(x) . » ♦ als vollkommen unabhängig von einander 

gedapht werden, so hat man einzeln 




i+e 


JT 


u. s. w. , 

die Integrale Ton o; = a bis x = ^ erstreckt; \relche Gleichungen 

[ 2e ] - 
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also unabhängig ron /&) (x), /C'> (x). /'> (o:). /»> (cc) . . . und un- 
abhängig Ton den etwaigen Bedingangsgleichungen für die Grenzen 
statt finden. Auf eine» der obigen ganz ähnliche Weiae läset sich 
zeigen, dass diese Gleichungen nicht statt haben können, wenn nicht 
die Grössen ^^^^ (x) ^ <p« (x) ^ (pW (x) ^ ^W (x) , . . identisch gleich 
Null sind. 

Wie daher auch die Bedingungen hinsichtlich der Grenzen be« 
schaifen seyn mögen, so zerfallt^ wofern nur j^> z^ (^ u . • . unabhän« 
gtg von einander sind, die Gleichung (>^), unter all«n Umstanden, 
erstlich in die allgemeinen Gleichungen des Maximums oder Mini- 
mums 

(pCy)Cr) = o> (pW (x) = o, (pW (x} = ö, (pW (r) = o^ u. s. w.; 
und zweitens in die Gleichung für die Grenzen ' 

^(8 + ^S) + öS + "S + • • • + ^" ^* 

Setzt -man endlich anstatt dieser abgekürzten Bezeichnung die 
Symbole des §. 22; so erlangt man als allgemeine Gleichnngen des 
Maziimims oder Minimums 

dx' . da:'- 

, , , kl) 

dx* da* 

und als Grenzgleichnng ^ 
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^ I 

#■ 

H4*(.) '"Pt- ^"' ^C) . d ^^w»" P;;- d'-' 7>«) , d'>/ft)S.'p^_d^5 r») _ dP-' \,y p 
"*" d4'' d6 "*" dfr*-» d4« *♦" di'-3 "*" d*P» ^f** 

-h>»« 2^:-^^^;:^+-^ ^"dP^+liF- ^+li6^+-=i^ -dl^r^c.) 


r 


i...in d^l^rt dV(,)«>.«i«,^ d^rf,) d'Vf,)3...«n^_ d'^5r(o j.d«-»>y^com 

da' 


-^<" ■"2+^^~^ ^~a«M'^"7^' ^+ d^--* daW^» '■'^<»> 


da 




. i.!.p ^d'-^fto d>f.)a.'p d^-»r.) d'>f(o3...p d'3r-,) ^ dP-')^(o ,f» 

-»*(« S-H-dö^^-Tr" ^" da'-» "lla» ^^'d^i "dS^-'^'J 


n. 8. w. 


+ ^(.j ^* — ^(.) ^« 


«E 


b (//.) 


I 
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§♦ 58. 

In Beziehöng auf die Gleichungen (L) Tällt zu ben^ierken, dä8s es 
dei'en stets so viele geben wird, als relativ -unabhängige Grössen in 
jy vorhanden sindi Betrachten wir die Ordnungszahlen der hoch- 
«ten Differenzial- Verhältnisse, in W enthalten , rhs n^ p^ q ... ^ alle 
als verschieden von einander, und, z. B. q als die gr^sste; so wird, im 
Allgemeinen, die erste DifFerenzialgleichung von der (m-fiy)««, die 
zweite von der (/i+7)**"> ^^® dritte von der {p^qY^^ die vierte von 
der 217t«» Ordnung sejn, u. s. w. Die Anzahl der Constanten, welche 
die gesuchten primitiven Gleichungen zusammen enthalten werden, 
wird demnach, so fern ausser r> z^ t und u keine andere relativ-un- 
abhängige Grössen vorhanden sind, ipt -^ n -\- p -^ i^q) seym Uili sich 
hiervon klar zu fiberzeugfen, braucht man nuf zu überlegen, dasa aus 
den vier Gleichungen (I), weiche y^ Zj t-nnd u zugleich enthalten, 
Behuf der Integration, vermittelst DiEerenziatioit und Elimination, 
vier andere abgeleitet werden' können, von denen )ede nur Eine die- 
ser Grössen enthält, \uid >welche' daher alle von höhern Ordnungen, 
als die vorgegebenen sejn werden. Nehmen wir nun iin, dass die 
Differenzialgleichung für ^ von der f^^^^t die. für, ^ von der f^««, ^dis 
für t von der 7r<^°, die für q von der g<^ Ordnung sei; .so werdea 
die primitiven Gleichungen zusammen anfanglich 0^4*^*1*^4*6) ^^^ 
stauten enthalten. Da aber zugleich {/te---('7i4-^)} Gleichungen aus 
der ersten, {V— ^(«-f"^)} Gleichungen ans der zweiten, ^tt — (/2+7)}- 
Gleichun^en aus dci; dritten, und (q — aq) Gleichungmi aus der vier- 
ten, also zusammen {(/tt-f-v+Tr-f-g) — (''»+'*-f-/'"|-5^))' ausser den 
gegeben vorhanden sind, denen Genüge geschehen muss; so werden 
dadurch eben so viele der Constanten bestimmt werden, mithin nur 
(m + n + /? -|- Sq) beliebig bleiben. 
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Was die Gr^nzgleichan^ (//.) anbelangti so leuchtet es eiti, dass 
dieselbe 9 "vrie^anch die Bedingungen für die Grenzen beschaffen seyfi 
mögeoi unter Berücksichtignng der Variation von x^ stets auf 2 (m -|* 
^"^P'\~9*h^) andere zurückkommen wird.-D^kl fnan.sich daher 
in diesen anstatt ^>z>^ und z^ die aus (7)^ in .1? und jenen (m-f-/2-;f- 
/'H*^^) beliebigen Gonstanten, gefundenen Werthe substituirt; so 
wird man a(fn^n'\'p^q'\^i) Gleichungen zwischen diesen Gonstan- 
ten und dea beiden für x zu besiimmenden Grenzwetthen a und ^, 
also zwischen (/«-{-«+/> +67 +2) unbekannten Grössen haben, durch' 
welche eben so viele derselben bestimmt, und folglich ^37^^'^**'^ — p) 
unbestimmt bleiben werden. Die oben aufgestellte Frage wird daher, 
allgemein zu reden, keiner bestimmten Beantwortung fähig seyn, eben 
weil ihr, so lange nicht die, zur Bestimmung der (3^ — m — n — p) 
Constanten, nöthigen Bedingungen hinzugefügt werden, die erfordere, 
liehe Bestimmtheit fehlt. Zugleich sieht man aber, dass die Unbe«. 
stimmtheit wegfällt, wenn (3^ — m — n-^p) == o^ d. h, ms=::nssipT=2if 
ist, weil alsdann die Anzahl der Gleichungen der Anzahl der Unbe- 
kannten gleich ist' Wiewohl nun in allen übrigen Fällen die Auf- 
gabe, im eigentlichsten Sinne, eine unbestimmte zu nennen ist, so 
verhindert dieses dennoch keinesweges, die allgemeine Form des vo- 
rigen $'s festzuhalten, so fern man sich dieselbe nur von den, 2ux^ 
Bestimmung jener beliebigei> Constanten, erforderlichen Bedingungs- 
gleiohungen begleitet denkt Im Uebrigen gelten die^ §. 45 gemach- 
ten Bemerkungen auch hier in ihrem ganzen Umfange* 

Sind nun die Grössen x^ yj z^ t, Ur . . . und deren Differenzlal- 
Coefficienten durch keine anderweitigen Bedingungen irgend einer Art 

> 

mit einander verbundesr, so lässt sich auf eine, der obigen ganz ähn- 
liche Weise zeigen, dass die 'Gleichung (//) nicht statt finden kann, 
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wenn ^e nicht Glied für Glied «tatt £ndet« lo diefl^m Falle ^erhält 
man ^Iso die ^('w-f-^+A'+fl'^-O Gleichungen iinmittelbar^ vreiui 
ma^ die Coeßicienten der Variationen einzeln gleich Null aetzt. 

Sind aber mit Besiehung auf die Grenzen die Bedingungfiglei- 
chungen ' > 

gegeben, €0 wird xa^VL daraus die «rarnrten Gleichungen 

ableiten» und, nachdem tnan jede mit einem unbestimm|en Factor 
multiplicirt hat » zu der Grenzgleicb^ng (//) hinzu addiren könneiu 
Die Coefficienten der Variationen in der Resultante, einzeln gleich 
Null gesetzt, werden ^('» + »+;^ + y+ 1) Gleichungen verschaffen, ans 
denen sich, in Verein mit den r gegebenen, nach der Elimination je* 
ner Factoren, eben so viele Gonstanten werden bestimmen lassen« 
Was endlich das Criterium 


^* y -<i o für das Maximum, und r>- o für das Minimnniy 

unabhängig von ix^ iy^ iz^ it ^ . . anbelangt, so ist hier auf ^ine, 
der vorigen vollkommen analoge Weise zu verfahren. 


§. 59- 
Es sei, zur Erläuterunr^ der Methode, 


y = /dx y . + m + (g) 


das Integral von x = a bis j; = ^ genommen^ welche Form der 
dingung mi=znz=:pz=zq entspricht* Alsdann ist 


f 


V. 
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iV 


h 


d^. 3S" ' d^ 3^ 


•}.. 


Ton 3o is^i €^ bis ;3? = 
23a nun 

da: da? 


b eratrekt 



dar SS 


da? 


pi:T(gvrj)y 


^j 



3cp 


!/{■ + (i) +a') 


• ^J. 


und 



d2 d)2 
dx S^ 




d^ 

da: 


vf+(i)+(ioT v{'+©'+.(m 


^ 



dx 


^ 


-.^J 


ist; so bat man 


iv 


da; 


■/VTT#5^r}^-^ ^-i^S^-}' 



ds 
dx 
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4rw 


4z(in 


^ v{. + m+i^T) 


^/(•)+ 


% • 


da 


rpM-K^'} 


rr^«) 


^rfr 


da 


w- + (^r+('^)'} v{.+(f')+(s-r} 


^art> 


die Integrüle von x =: a bis x ^ss b erstreckt 

Dia allgemeinen Gleicliun|;ea des Maximums oder Minimums 
sind demnach 


dx 


yfiW+®'} 


=s o, i. 


Az 


y{'HfR^r} 


vrelche^ indem man sie integrifti 

iL 

* da; 


da? 


KfT© +(^)} ~ 'v{. +.(f5 +(§7 


= |8- 


mithin 


dy a dz 


geben» Substituirt ^nan diese Relation in den beiden tarigen Glei- 
chungen, so kommt 
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V 


^ 

dx 


y(i— ««— /3*)* dx 


K» 


y(i-«'-r) 


folglich, indem man integrirtf 

Ä , 


J8 


y( 


rrr«5r:;35)*+«. 


WO ^1 ß^ 7i f beliebige Gonstanten bezeichnen* 

Substistuirt man diese Werthe Ton j^ and ;e in dem von dem In- 
fegrations-SMches befreiten Theil yon IV^ so erhält man als Grenz« 
gleichung 

H ia 


o. 


Sind nun keine anderweitigen Bedingungen für die Grenzen ge« 
geben, sondern werden unter allen Relationen zwischen j^^ z und x^ 
und unter allen Grenzwerthen für x^ solche gefragt, die V zu einem 
Maximum öder Minimum machen; so sind ^(a» ^^(a^ ^b; iy{i), ^H\)% 
}ta als ganz beliebige, yon einander nnabhängige Grössen zu betrach« 
ten, und man hat alsdann 

a,^0. ß^O, .— — --— gj- = **- 

V 

die auf x sss o fuhren, welches zeigt, das3 es in dem so eben ausge- 
sprochenen Sinne weder ein Maximum noch ein Minimnm giebt. 

Sind Innge^en /<8)> Z(«)^ ^; ^(Ot ^(i)> ^ bestimmt und gegctben, so 
dass unter allen Relationen zwisdien jtj, z und Xf welche, für x^za 
und xissih, ivx y und z dieselben gegebenen Werthe liefern, die] eni« 
gen gefragt wer4en, welche y ^ssffVdx^ das Integral yon x=za bis 
xzszb erstreckt, zu eihem Maximum oder Minimum machen; so sind 
offenbar die Variationen jener Grössen einzeln gleich Noll Die 


\ 


j •'. 


-. ^ - *■ 
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Grenzgleichung findet alsdann von selbst statt, und die vier Constan- 
ten et, ß\.y, « müssen durch jene füt/(«, «(a)/ yw* a.o gegebenen, 
x=.a and »=* entsprechenden Werthe bestimmt werden. 

Lauten die Bedingungen anders, so wird rücksiphtlich dieser nach 
der oben dargestellten Metfjode 4u verfahren aej'n.' 

Endlich, da 



■^ dx da; J 


{.+(^)'+-(sn 


- a» 


=/^,_.^4(._.-r)((g:)t(^)>Ka^) 


.3*^+*' 


f] 


ix 


ist, und die Radical - Grösse als positiv gedacht >f?ird; so ist es ein- 
leuchtend, das V eia Minimum sejn iwird* 

Legt man sich die geometrische Aufg$he vor: Die kürzeste Liai« 
zwischen gegebenen Grenzen zu finden; so gelangt man zu densel- 
ben Formeln* Denn bezeichnet man die Coordinaten durch x^ y, z^ 
\on denen y und z als Funküonen von x betrachtet werden, und die 
Länge des fiogens durch V\ so hat man bekanntlich 



axK. + ©-.+ (^)"} 


welcher Ausdruck also, innerhalb der gegebenen Grenzen genommen, 
ein Minimum seyn muss. 

Dem obigeto Calcül gemäss ist 

woraus hervorgeht, dass die gesuchte Linie eine gerade ist. 


Ä:-f-«^ 


■»T?^*" 
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% ■ • 

i) Wird, nun die kürzeste. Linie zwischen zwei gegebenen Pank^ 
ten gesacht; so sind die ' sechs Coordinaten der beiden Endpunkte 
ö> j(i)^ 2(1); *^ 7c«)^ ^C2) Bekannt, und die obigen .Constanteu derge* 
stalt zu bestimmeni dass die Linie durch diese beiden Punkte gehe. 

2) Wird aber die kürzeste Linie zwischen einem Punkte und eig- 
ner andern Linie gefragt^ gegeben durch die Coordinaten a^ y^^)^ Z(,), 
und die Gleichungen 

f (a) {x^ y) = o^ -*•(») (t> zy =r o; 

SO haben die beiden Linien,: repräsentirt durch die zwei Systeme von 
Gleichungen . 

cc=:x\ y=^^ z^=zz;xs=iX'i'Ä^x^ iind, so fern j5===.r,^yts=j-f.Ä^^z==;^-Ä^^ 
erstlich den Cleichungen 

nnd zweitens den Gleichungen 

x= 6^ ^;a) (pc^ y) =: o^ •*'(2) (pc^ «) = o 

^ zu genügen^ nnd zwar unabhängig yon k^ 
Aus der ersten Bedingung entspringt 

und aus der zweiten, indem man, für x^b^ y und z mit j^cs)^ z,«} be- 
%eichnetf 




{s^i.s.134.) 
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Von einer andern Steile ist aber, da' 
in Beziehung auf x identisch sind| 




_t 


Verbindet man diese Gleichungen mit den vorigen, so erlangt 
man die einfachem 




(77.) 


Elitninirt man nun fern«' Termitte?st der- fünf Gleichungen (/.) 
und (7/.) die Variationen $a, #;^f,,, h»)', ^^w ^«(»>' «"» ein allgemei- 
neres Resultat zu erhalten, aus dem von dem Integrations- Zeichen 
befreiten Theile von ^/^ des vorigen §'sj so erhält man als Grenz- 
gleichung 

' + dA" • "dT + -ar • IT ~ **' 

durch welche, in Verbindung mit den Fünf für die Grenzen gegebe- 
nen, und den vi.er, aus den Gleichuhgen der gefundenen Linie, für 
die Grenzen abgeleitete», die zehn Grössen a^^f,^ ^„,. *, K(Js.i,- 
*> ßt 7) • bestimmt sind. ■ < f* 

Um sich die geometrische Beziehung letzterer Gleichung z» rer- 
deutUcheuj braucht man nur zu überlegen, dass die Gleichungen 


iT 


.««L 


<-.■ i^ 


f 


\ 
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I 

^o -^f -^> /^ ^^^ ^ ^ constaiit angesehen vrerden, eine gerade 

Linie r epräsentiren , inrelche die gesuchte Curve in dem Punkte/ 
dessen Abcisse gleich h ist, berührt; ferner^ dass, auf dieselbe Weise, 
die Gleichungen 

eine Gerade darstellen, welche die Grenzlinie in einem Punkte be- 
rührt, dessen Abcisse gleich b ist; endlich dass von dem Wiokel, 'den 
2wei Linien, durch obige Gleichungen gegeben, mit einander bilden, 
der Cosinus gleich 

, 1 ^y{^ dffa)__j^dÄ(i^ dgfa) 
' "T- r^i • Ah "f" di Ab 


v^{-+(^')'+(^r}{.+(#)+ 


(#■)'} 


ist. Da nun, der in Rede stehenden Gleichung zufolge, der Z;ähler 
dieses Bruches gleich Null ist; so wird der Cosinus je^es Winkel^ 
gleich Null und der Winkel selbst gleich go^ seyn. Hieraus ergiebt 
sich ^Iso der allgemeine Satz, dass die kürzeste Linie, welche zwi- 
sehen einem gegebenen Punkte und einer gegebenen Linie gezogen 
Verden kann, diese Linie unter ^inem rechten Winkel schneidet 

5) Wird die kürzeste Linie zwischen zwei andern Linien gefor« 
dettf gegeben durch die Gleichungen 

♦(o (^^ y) = 9^ *(i) ix^ z) SÄ o; 

*(») (a?* J') = o> *») (^* «) == 0/ 

Yon denen clie beiden ersten sich .auf die erste, die beiden letzten 
hingegen sich auf die letzte Grenze beziehen : so haben die beiden 
Linien^ reprasentirt durch die zwei Systeme von Gleichungen 


!*jiV • - - 


-*cJv«. -*'' 


\ä^^ 


•*. 




T*y 
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jc = a; -f k^x, und, «o fem x =^as, / -f- hiy* z + kiz^ 
für x = Ä den Gleichungen 

^;x) {xj r) = ®' ^f'i (^' *) = **» 
und für .x =i 3 den Gleichungen 


5 

2 


__a;H-7> '=y(i:=i«q8«T^+'' 


-^ - 1/(1 

unabhängig von Jt, zu genügen. Auf «ine, der obigen ganz ähnliche 
Weise ergeben sich hieraus 




( 


Ab . db 


■!>)lÄ + ^Z(a) = ^. 


EUrainirt man nun vermittelt dieser Oleichungen die Variationen 
J^r ii> ^2(„; ^72)^ ^H^)3 um ein allgemeineres Resultat zu erhalten, aua 
dem von dem Int egrations- Zeichen befreiten Theile von ^f^ des vo- 
rigen §'s; so kommt die <Jrenzgleichung auf 

^ t da dÄ ' "da do^ 

' + -ar Tr + "dT irr — **' 
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zurück, aus denen hervorgeht, dass die geauchte Linie die beiden 
^ Grenzlinien unter rechten Wihkehi schneiden miiS9. Da nun die ge* 
suchte Linie eine gerade ist; 6o haben wir den Satz, dass die kürze- 
ate Linie, die zwischen zwei gegebenen Linien gezogen werden kahn^ 
eine gerade ist, welche diese unter rechten Winkeln durcbscneidet« 

Uebrigena sieht man leicht, dass durch die zwei zuletzt ^ewcm» 
nenen Gleichangen, in Verbindung mit den acht obigen, die sechs 
Coordinaten der beiden Endpunkte und die Tier Gonstanten bestimmt ' 
sind* 

4) Wird die kürzeste Linie zwischen 'einer andern Linie und 

einer Oberfläche gesucht, von «denen die erstere durch die Glei- 

chungen- 

1 ■ 

^.«) (^^ y) — ^> *(o (p^^ ^) = ö-' 

und die letztere durch die Gleichung 

gegeben ist; so bafc^n fene Systeme für ocssa den Gleichungen 


^ß^T "^"^^^ ^ — 7(7-^'^^) '^+*^' 


ß 


V.(i — d 
and für x c= ^ den Gleichungen . 

■ 

' et ' fi, 

zo entsprechen. Ana den ersten ergeben «ich, vrle yorbin, 

' • (f?'-%) ^« + ^r« = - « 

I ■ 




da 
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nnd aas den letrten entspringt zunächst 

= o, (3). 

Da ferner, unter diesen Umständen , die beiden Grenzen yoü- 
kommen unabhängig von einander sind; ao «erfidlt die aligeneine 
Gleichung für dieselben in 

Himinirt man nun J^X(o> S'^co zwischen den Glelohun^en (t), (2), 
(4); M erhält. man die Gleichung 

dfn) d^^o 


I + 


2 • d^o) dz(i) 

a da ' *dia" da 



Grenzlinie unter einem 


weiche zeigt, dass die gesuchte Linie 
rechten Winkel schneiden muss. 

Eliminirt man ^ö zynischen (3) und (s), st» seriallt die ßesultaatc^ 
da ^(a) und iz(t) unabhängig voij einander bleiben, in 




'K'+(^)H; 


welche offenbar 2u den einfachem 
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. WZ) ^^)^ - ' 

führen. 

Um Sich die geometrische Beziehung dieser Gleichungen zu ver- 

deodicben, braucht man nur tn überlegen, dass 

i 

die Gleichung einer Ebene ist» welche die Fläbhei repräsentirt durch 
die Gleichung 

in einem Pnnite berührt , * dessen Goordinaten b , jr^^y, Z(^) sind. Eli- 
minirt' man aus dieser Gleichung yermitt^t der beiden yorhergehen- 

den die pröwen /-nr^ 1» /~r— V- 60 entsteht die Gleicihang 

VHT«/ \d2(«)y 


^ ^r<») 


dSfa) 


i^relcbe vriederum eine Eböne bezeichnet, senkrecht auf einer gera« 
den lanie^ deren Gleichungen 




JD + f 


aind.- Da nun diese zugleich die Gleichungen einer Geraden sind, 
welche die gesuchte Gurre in dem Punkte, dessen Goordinaten b^ 
n«)^ ^c^} sind, berührt;^ so drucken die beiden obigen Gleichungen 

[ 2a ] . 
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aus, dass die gesuchte Linie die Grenzfläche unter einem rechten 
Winkel schneiden muss* 

Das Resultat ist daher» dass die kürzeste Linie, welche zwischen 
einer andern Linie und einer FIfiche gezogen werden kann, eine ge- 
rade ist, die beide senkrecht schneidet, 

Uebrigehs ist es einleuchtend, dass jene drei Grenzgleichungen 
in Verbindung mit den drei gegebenen, und den Wer aus der gesuch- 
ten Linie abgeleiteten, zur Bestimmung der gefragten zehn Grössen 
hinreichen« 

5) Wird endlich die kürzeste Linie zwischen zwei Flachen ge^ 
fordert, welche durch die Gleichungen ^ 

^.0 (^^ r^ ^> = ^> (0^ *(•) (^> 7^ *) =? ^^ (^) 
gegeben sind; so haben die beiden, oben näher bezeichneten Syste- 
me von. Gleichungen, für x=stf, die Gleichung (i) nebst -denen der 
gesuchten Linie, und für ct = ^, ebenfalls diese nebst der Gleichung 
(s) zu erfüllen« Auf eine, der vorigen vollkommen ahnliche Weise 
ergeben sich hieriius die Grenzgleichungen 


.d*(2x_/d*.a>X^, 


,*«-(,;,_,d* 


'a j da 






aus welchen» in Verbindung mit den sechs oben erwähnten, )ene zehn 
Grössen /ZU bestimmen sind, und zugleich hervorgeht, dass die kürze* 
ste Linie, die zwischen zwei Flächen gezogen werden kann, beide 
senkrecht schneidet 
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§. 61. 

Bis hiezn Jbetrachteten wir die relativ-unabhängigen Grössen y^ z, 
tj u . . . als luiabliängig Ton «inander* Inzwischen ist auch der Fall 
denkbar, dass zwisöhen diesen Grossen eine oder mehrere Gleichun- 
gen Torhanden seien« 

Es 6ei| wie Torhini- 

/ ^r d^y d«y dzd^t A^t At dU d?e dud^u d^a 1 

und « ^ 

T^fTVdx, 
das Integral von ^ = ^ bis o: = ^ genommen, die Grösse, in Be- 
ziehung auf welche das Maximum oder das Minimum gefragt wird; 
endlich sei 

X SS ^ 

eine der gegebenen Gleichungen, denen die gesuchten Funktionen, 
unabhängig von jedem besondem Werthe Ton x^ zu genügen haben. 
Ist diese eine primitive, also von der Form 

9 (x> Y^ z^ l^ u . \ «) =s Oj» 

so würde man allerdings damit anfangen können, vermittelst, dieser 
Gleichung «ine jener Grössen «us /^.zu «liminiren, Indess ist es 
einleuchtend, dass, wenn wir durch j^^ z^ ij, u . . . die Funktionen 
bezeichnen, welche der Gleichnng genügen, ^-f-Ä^^z-f-A^z^^-f A^/, 
u-^kiu . • « 9 ^o fern sie als Repräsentanten derjenigen Funktionen 
dienen sollen, von denen hier die Rede ist, derselben ebenfalls ent« 
sprechen müssen* 

^ Dieses iuhit also zu der variirten Gleidinng 


t 


l-^, 
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0^^+ {^)»'+ O >'+ O '"+... =-» 

welche statt findet, es sei auf die Variation yon x Rücksicht genom- 
men werde, oder nicht In der That, es isr, unter Berücksichtigung, 
der Variation von x. 


iL 




Da aber die Gleichung 
in Beziehung auf .o; als identisch angesehen wird, so hat man 

* 

. /AL\ , /dt\ Ay , fAL\ Az , /dl.\ d^ , /dZ\ ^u 

te; + vj^r; ^ + \si) as + \At) di + w as • • • = ^^ 

folglich 

*^ - Q 'y + f ) ^^ + (^) * + (1^) ^'' + • • • 

Setzt man nan, der obigen abgekürzten Bezeichnung gemäss, 

die Integrale von o; s= a bis x == ^ erstreckt; so erlangt man die 
Gleichung 

J^jr^^y\x)dx'{'ßz(p('\x)dx^h (p^^\x)dx^^ßu(f(^\x)dx^..+a(2}-n(,) — 0, 

ana welcher man, vermittelst ^L^szOj eine von d^n sidi unter dem Inte« 
grations-Zeich^en befindenden Variationen sogleich wird eliminiren köo* 
nen. Terneri da die Gleichung ^L ^s a in Beziehung auf x identisch 
ist, so \?ird man sich durch wiederholte Differenziation die nöthigen 


\ 


f 
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GleicbuBgen Terscha^n, um muh jene Variation ans dem, von dem 
Integrations-Zeichen Befreiten Theile des obige» Ausdrucks zu elimi* 
niren; Die resuItirende.GIeicImag, welche freilich noch .die Grosse 
selbsr/deren Variation eliininirt worden ist, nebst deren Differenzial- 
Goeffici^ten enthält^ nach der obigen Methode behandelt, wird, in 
Verbindung mit der gegebenen" L s=z o^ die zur Bestinimung der 

fraglichen Grössen erforderliche Anzahl Gleichungen darbiethen« 

Es sei z. B» u die zu eliminirende Grösse. Eliminirt man zufor* 

•derst iu aus dem mit dem Integrationszeichen behafteten Theile von 

SF^f vermittelst der Gleichung 




)^r+(^)*^+(^)** + Q^» + ... 


SO gebt jene Gleichung über in 


+ 


«95 welcher sich, ergeben 



ax + /}«l<p«(x)-<p('')(x).^U; 


dx -!•••♦ 4" ^a) "^ ÖC»> *^ ^* 




\duj 
dD 


,(») 




\ 


J 


/ 
/ 
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als allgemeine Oleichnngen des Maximums oder Minimums; and 

• . 11(9) — Xl(.) = <t, 

als Grenzgleichung. 

Um also unter diesen Umständen die allgemeinen Gleichungen 
des Maximums oder Minimums -zu erhalten^ braucht man nur^ ver- 
mittelst iL s= o, «US dem Ausdrucke 

die Variation 2u zu eliminiren^ und den resultirenden A^usdruck, un* 
abhängig von den zurückbleibenden Variationen, gleich Mull zu 
setzen« Aber um dielv'tjleichungen ^u gev^pneni i^önnen wir auch^ 
nach Vorsdhrift von §. 33 > die Gleichung iL ^= o^ mit einem t^jube- 
stimmten Factor A mültipltcirt, zu dem vorigen Ausdruck liinzuaddi« 
ren, und das Resultat, unabhängig von den. Variationen, gleich Null 
setzen. Die EIhnination von A zwischen diesen, unmittelbar hervor- 
tretenden, Gleichungen wird alsdann die |;eforderten Endgleichungen 
verschaffen. 

Um die Grenzgleichung 'Ci(^ — - 11^/,) =s o von der Variation von 
u befreit zu erhalten, ist es am bequemsten , ^zu dem ^unbestimmten 
Ausdruck für diese Grösse ^ 93* zurück zu gehen. Da derselbe 

ii^^ g^ , ^"■Tf**";^ — ^ enthält, »o werden zur Elimination dieser 

Grössen eben so viele Gleichungen erforderlich seyn, die uns aber 
die Gleichung iL =z o in Verein mit ihren (^— i) enten Dtfferen- 


* 
I 
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zialgleichnngen yerscha^en wirdv Denke» wir una daher^ um die Lö- 
sung dieser Aufgabe auf den bekaxmtea Mechanismus zurück zu füh« 
ren, jede dieser Gleichungen mit eanem der unbestimmten Factoren 
A^*), ?S^\ }S?\ . , V A^^^ moltiplicirt^ und zu dem unbestimmten» durch 
SX bezeichneten,. Ausdruck hinzu addirt» so wird dss Resultat, von 
x^i^a bis a:=:b genoi^men, so fßrn keine weitere Bedingungen mit 
Beziehung auf die Grenzen vorhanden sind, unabhängig von den 
darin enthaltenen Variationen gleich Null gesetzt, nach der Eiimina- 
tion jener Factoren, die ndthigen Endgleichungen darbietheiK 

Uebrigens leuchtet es ein, dass, im Falle ausser der Gleichiiitg 
X =r o noch mehrere Jlf= o^ iV = a> u. s, w, vorhanden sey\\ 
sollten, hinsicbtiicb jeder derselben das bisher dargestellte Verfahren 
2u beobaehten sejn würde. 

Wird also das Maximum oder Mtntmnm von V ^=^ffVAx, von 
ao =sr a bis xsc^ gefordert , und sind zu^exch primitive Gleichungen 
swischen den in IV enthaltenen relativ-unabhängigen Grössen vorhan- 
den; 80 kann diese Forderungi %o fem man it^ unbestimmt durch 

iixid jene Gleichungen durch 

£ s=s €>> AT =Ä Oj A" = ( 


« 4 • 


bezeichnet, auf die Bedingung zurückgeführt werden^ dass ausser den 
Gleichungen 

auch 
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+a+AWii+A£'>^+A®^+... + A« 


ose 
UM 








sei, T^B o:: = tf bis xsszh geBommeni und unabhängig von den daria 
enihaltenea VariationeiL Die hieraus unmittelbar henrortrenden Glei- 
chungen nehmlich werden, nach der Elimination der unbestimmten 

Eactoren A, A^O, a^^) . • • ; A*f M^'\ /^^*^ ^-^ ;h 9^'\ ^^""^ ^ • • m Ver- 
bindung mit den pbera^ die «ur Lösung des Problems erforderlichen 
Eodgleichungen darbiethen. 


§. 62. 
Um diese ASetfaode durch ein Beispiel au erläutern^ sei 


-=/d« v{. + {%y+{ur} 


und 


«• + r* + « 


r* s== o. 


Alsdann ist, bu( BucLsicht auf dio Variation von x^ 





dz 
ox 


V^{'-Kg)'+(al)*} 


+ 
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h^ 


As 
\x 




i 


nnd 




HIeraaa ergiebt d 


da? 


A« + d.- 


3^ 




>/{■ + ©•+p'} 


o» 


folglich, indem man A 


a d. 




K{« + ©+«-)} 


r A. 


3x 


^ 


» 

ans welcher Gleichung, in Terbindang mit der gegebeheo, 

35* + ^^ -|- Ä* — r* «t- o^ 

die geforderten Relationen bestimmt vrerden mü9sen* 
Set^t man sn diesem Ende 

io gebt jene Differenzial * Gleichung über in 

C^3] 


•« 
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zd 




dz 


(0 


mithin, indem m«n integrirt ' 


Da aber 


und 


isty so hat man 


— aj ^v ^^^ 


dx* , dy« ■ dg» 
3F. T.ii* T 6f 


X* J^y' -f.*« ^ r* SS o 


das , d« , df j dy , djß j d« ,_» 


und 


dP 




+r-g+' 




o; 


mithin 


d-J _^ - Ä da? - jr d/ 
"" z d J JB , dj ' 


und 


« • 


dif , da 
dj ' d J 


sr d j; ^ d? 
£ . d« ds 


z ds * df 


Substlmirt mftn diesen Werth in (3)» so kommt 

d« / . dar « , d« 1 , d^ f , Jj^ jr ^1 


\ 


o. - 


Verbindet mian diese' Gleichung mit (i), so erlangt man 


\. 


«d. 


dx 

17 


o^d* 


dz 

IC* 


o; 


folglich, indem man integrirt^ 
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= 18 (4). 


. • ' 


EUmiairt «tan cb ufHkchea (i) und (4)> ^0 kommt 

zdx — xdz z=s " (zdy — ydz); ' 


mithin , indem man diese mit ^ multiplicirt und darauf integrirt. 


f. — IZ 


tt z 


+ 7. 


oder 


X 


ß A- 

CD 


aus welcher Gleichung sich, in Verbindung mit der gegebenen 

V ^a:* 4. /' + Ä* — r* =s o, 

die gesuchten Werthe für y «««' 2 in a; ergeben. 

Legt man sich 'die geometrische Aufgahe vOr: ztrisdieh zweien^ 
«uf einer Kugelflkche gegebenen Gren/.en die kürzere Lifafe zu fin- 
den • so gelangt man, indem man den Mittelunkt der Kugel zum .An- 
fangspunkt der Cöordinat^n nimmt, zu denselben Gteichungen; Denn 

di«,I.ä»ge der liftle ist gleich /d« V i + (g£) + (jj) * «Pd <«• 

Gleichung für die 'Xugelfläche ic-^/+ > '+^ i* - >' ^ o. Da nun 
diese Linie, dem obigen Calcül gemäss, durch letztere Gleichung in 

Verein mit 


* ^ Ji '* '" 


^t 


*^ == » ^ + "y* 


bestimmt wird, und' "diese Gleichung eine durch' fleüt MJftelpuntt der 
Kugelfläche gelegte Eböne bezeickinet; so fol^,''dayi die kürzest« 
Linie au£ einer Kugelfläche yermittelst des Durchschnitt« ' dieser mit 


♦« 


\- 
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einer durch deren Mittelputikt gelegten Ebene gebildet, miihin dms ' 
Stück ein^s gröasten Kreises seyn vrird* 

Was die Gltfchnfi^ fffr ^d)e Greiften betrifft ,''60 ist von diesei^ 
schon zu oGt die Rede gewesen ^sSs dass< sie noch einer femern Er- 
läuterung bedürfen sollte. - ^ ^ 

I 

: §.63. 

' Ist aber die gegebene Bedjngimgsgleichung, 

£-= o, (i) 
eine Differenzial-Gleichnng, mitbin L von der Form 

SO würde man, yermittelst dieser Gleichung, ebenfalls zuförderst eine 
der Grössen, z. B. «, nebst deren Differenzial-Coefficienten, aus. JV^^ 
in f^.=j/^4^» eliminiren, und darauf hinsichtlich de« resultirenden 
Ausdrucke« n^h. den obigen Vorschriften- verfahren können. Auch 
•würd« man aus der gegebenen Gleichung L s o zuerst die variirte 
Glfeichung^Z:, :?= o ableiten, hieraus iu nach der früher dargestellten 
Methode entvrickeln, und diese drössöy endlich aus #^ «liminiren kön- 
nen. I|]2wi^cbfin .würde «owoBl 6^p eine, als das andere Verfahren za 
a^r langinreiligen .upd , höchst beschwerlichen Vorrechnungen ^führen. 
Der Gang wird einfacher, wenn man die geforderte Elimination, an- 
statt sie auf einmal rorzunehmen, nach und nach in Ausführung 
bringt, welches den Vortheül gewährt, ^atis man gegen die unnöilu- 
Sea EBmiqaSien^, ;?n wel<;h/? n^an , wegen 4jBr «paonigfaltigen Neben- 
bedlngongj^n, jleii^n die AufgaljL^ fa|iig Weiht, leichr yerfallen könnte, 
alsdann roUkompieii gesichert bleibt. 


• . 
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4 

So fem 68 auf die Elimioation ron u abgesehen iet, wird atets, 
ine auch die Nebenbedmgtmgen beschalFen sejn mögen , Kraft der 
Gleichung Zso/der unter dem Integrations-Zeichen befmdlicheTheil 
TOD J"/^ damit derselbe die aNgemeiheiri Gleichungen des Maximums 
oder Minimums, rtm deren Integration' die Lösung der Aufgabe ab- 
hängt, oinmittelbar darbieihe, frei von hs äeyn müssen, und es wer« 
den diese Gleichungen von den NebenbedingungCT, welchen die Auf- 
gabe unterworfen werden kann, dem Vorhergehenden nach^ vollkom- 
men unabhängig seyii. Es ist daher van wesentlichem Interesse, die 
erste Sorge dahin zu wenden, vermittelst ^L = o aus 9^ einen 
Ausdruck abzuleiten, der dieser Bedingung entspreche. 

Es sei zu diesem Ende 

WO A einen, so gleich näher zu. beistimmenden Factor bezeichnet, der 
Ausdruck; welcher der besagten Bedingung genügt; alsdann hat man, 
da ^L SS o is^ ^ » 

das Integral von x := a bis x :i^ b erstreckt gedacht. 

^Behalt man daher. die vorige Bezeichnung, nur mit dem Unter- 
8chi«da.bei, dass man die Buchstaben mit Absätzen behaftet, so hat 
man 



+ 


'"•' vi^^'} ^ +>f +""'='*^) 


dx 




dx rf- / ^'A' 


•ft) 




dx... 


V 
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von «'== Ä bis X SS t genommen , ^o unter (m), («), (j/), (^) ." . . 
diejenige^n Zahlen verstanden werden» welche die höchsten, in ff^i eat« 
haltenen DifFerenzialCoefficienten ron^^ 2j ^ • • /bezeichnen« 

Damit nun der unter dein Integratioaa- Zeichen befindliche Tfaeil 
dieses Ausdruckes von S^^u befreit sei, rnjisa o£Feab4r . 


^.+ 


t 




o(a) 


seyn; welche Gleichung also, da U,, U,^ U * . .^den Factor A ent- 
halten, zur Bestimmung dieser Grösse eine Differenzial-Gleichung der 
(^)ten Ordnung abgiebt. 

Dieses voransgesetzt, hat man , indem . man den Werth von fl 

■> # 

für X s= a mit £lfx)s und für x s=l h mit H^a) bezeichnet, 


.+y},{7>f'X±^} 


Ax 


s 


== o» 


die Integrale Ton j: = ^ bis x ^ b genommen; -vroraiu «ich also 




(3). 


Z.+ 


t 


• j.d» Z, ,^. 

2+-^' = o, (4), 


j: + -^±il5 = o. <5) 


da:* 


n. s. w. 
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ab all^meiae 01«idiaDgen des MaxünniDS oder Blinimnins, and 

als Grenzgleichuvg ergeben, aus.4eneny in Verbindung mit (i) und 
(3) die Unbekannten des Pri>blems bestimmt werden mossen. 

Man wird nehnüich vermitteht der fünf ersten DifFerenzial- Glei- 
chungen die Grössen ^^^;^^ t^ u^ X in x bestimmen , darauf diese 
Grösaen ans^ (6) elimiaireOi und alsdann mit der Resultante nach 
Massgabe des übrigen» für die Grenzen etwa vorhandenen Bedingun« 
gen, auf die bekannte Weise, ferner verfahren kiinnen* Siad mehrere 
Bedingungsgleichungen zwischen den, in JV enthaltenen, relativ «un* 
abhängigen Grössen vorhanden, %o wird man oiFenbar in Beziehung 
auf jede -derselben diese Methode in Anwendung setzen können« 

Die bisherigen Betrachtungen . liefern also folgendes Resultat: 
Ist fV irgend eine Funktion von x» y^ z, t^ n . . ^ und deren 
Differensial-Coefficienten irgend welcher Ordnungen, und sind 

L ^=: o^ M 1=^,0, N ==: O^ u. s. w. 

gegebene BedingungsgVeichnngen zwischen den relativ -unabhängigen 
Grössen und deren^ DiiFerenzial- Quotienten, deren Anzahl jedoch 
stets um Eins weniger, a)s die- von diesen Grössen vorausgesetzt wird; 
und verlangt man diese Grössen, als Funktionen von x^ dergestalt zu 
bestimmen, dass J^zzzfUf^dx^ das {ntegral von .t s= ^x bis o: = ^ 
genommen, ein Maximum oder Minimum werde: so suche man iL^ 
iM^ iN . . . und bilde den Ausdruck 

wo A| /A| y • • • als unbestimmte, jedoch veränderliche Factoren be-. 
trachtet werden, und setze ' - * 


t 

I 
I 


•/ 
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Vermittelst der §. «3 <larg6fitaIUeii Treuroiiiuiliaa mtd diese 
Gleichung übergehen ia . 


n. «. w. 


« 

und sich hieraus aninächst Sie allgemeinen Gleichnngen des Maximums 
oder Minimums 


K + --^""'s* 


•t 

«Fr 


Ä + '•"C">2±iL5 = 




dÄ^ 


T 


u« s, -Wt 

ergeben^ welche Xn V^bindung mit jenen gegebenen 

i = O^ Jlf s= 0> iV SÄ o u. s, w» 

W m 

2W Be«iimmuDg der Grösien ys %* i» u ,^ , K fs^ 9 , ^ , diea«a wer- 
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den. Ferner; wird der Aasdruck A,, von x =z a bis x =.^ genom« 
Qieni die Grenzgleichung 

▼erschaffen, welcher nebst den für die Grenzen etwa nocb an« 
derwettig gegebenen, durch eine zweckdieiiliche Bestimmung der Gon« 
sühnten genügt werden muss. 


Zur ErlänteruBg dieser Methode sei 


t • 


=/d. 


Ki + 


Ar' 


yz 


nnd die gegebene Gleichung 


Alsdann ist 


dz 


^»'^K^+ g; -€^0, 


\ 


iPT. 




vT+^ 


3F* 


~-. •*• 


^ 


yzy ,4. ^ 


h^ 


N?Vf.. 


und 


»L 


dtz 
dx 


+'«<i2»-^«v;^+^ + 


^"^ dx dx 


1^1+ 


^ • 


IT' 


mithin 


*^ 




V 




dx 


§. * 


[«4 1 


' ^ 


. .V 
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i 1 Alm . ^ . :fZT- /v»* 



A?^+M<w-«^Vi+^.+ 


die! Integrale Ton x sss a bis j} = 3 genommen; oder, indem man 
diesen Ausdruck nach der bekannten Methode tran&formirt, 



^r 



6x .' 


Aa' 


y'y^+'£ 


39 


-j-fltd s- 






dx' 



•nc^.^vr^+ 



dy 


yzK 






dr 


von ± :s a 1)10 X :==: b genommen. 

Als allgemeine Gleidiungen dea Maximums oder Minimums hat 
man daher 

da? IT dx 


4 


i d«* 


-^•••dr^ 


^^'H-^ 


#- 

*». 


• "^ #h»* 


■i4> 


w«>< 


ftZ 


I 


o. 


Die erste "dieser Gleichungen giebt, tndem man sie integrirt, 


•v 


AUF DIE BJESTJMBi. MS GRÖST. UND KLEINST. 187 


Ax 


« + 


«^^"^ 




C; 


d« 


dx 


folglicit 


Asa 


(tzH-i 


+■ 


Cl/i+'^ 


d« 


^ 


•^"lu 


^ f 


und 


dA _ («4-g) 4i_ 




nCVi+^ 


dx^ 


^'-fj^y^+t 


«"^^^ 


/ 


Sab«titnirt man diese Werthe für A und ^ in der zweiten der 


obigen Differenztal- Gleichungen; so kommt 




^n+i dx 


dz 


das« *^ *T^ dx» 


a 1^ - 


;i/,+ <r: ■ «."+.?? 


dJ3 


ctz' 


do' 


h — : ^ 


>=sO. 


i 


-« 


dr 


Da aber 


d£ 

dx 




. da: 


ist, 80 ist 
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^■■^i«« 


IP- 




■ nCßX^ 1 J 


'•«(•+^). 


ar 


17 


•# 


dx 


dx 


, Sobstitnirt man diese Werthe in dep- vorhergehenden GlAdkang^ 
eo erlangt man die 




Ay* 


3x* ~ d«« 


i^+ 


"C^^H^ 




= o, C^.) 


ans welcher ferner, Termittelst der gegebenen Gleichung 


ds 
'S» 


■ I ■ Ja ' 


z eliminin und eine Differenzial-GJeichung zwischen y und o; abgelei- 
tet werden kann. Inzwischen würde dieser Gang, welcher allerdings 
der kunstloseste ist, zu sehr verwickelten Resultaten führen. Nimmt 
man hingegen die Gleichungen 


_^+„.A."i/7TE 


i/'+l^. 


dx 


djß 


az 


t 


az 


-A 




dx 


az 


dx 


eliminirt A zwischen beiden, wodurch hervorgeht 
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('.+i)V. + '^ -"^(i + tj) 


A»- 


zs 


7^ 


= <>. 


und verbindet dieae mit d&c Gleichang (^; so erhält man 


-.' — 

d:i? 

folgCcbi indem man integdrt, 


da?« , 


^ d« 


^ 


ay 


+ D 


und, i 


man A 


der obigen GIdchung eliminirt, 




cV. + ^,. 


dx 


g 


dr 


»+* 


dx 


V ^ 


Elimimrt man nun zwischen dieser und der Gleichung (y^ die 
Grösse ;?> so tritt eine Differenzial- Gleichung der zweiten Ordnung 
heryor, in welcher die Veränderlichen getrennt sind« 

. §. 65. 

Bis hieztt beschäftigten wir ims bloss mit der Bestimmung solcher 
Funktionen für die relativ -unabhängigen Grössen , welche unter allen 
möglichen^ höchstens durch Bedingungen mit Beziehung auf die Grenz* 
werlhe der absolut-unabhängigen Grössen näher characterisirten^ Re* 
lationen einen vorgegebenen Integral- Ausdruck zu einem Grössten 
oder Kleinsten machen« Man pflegt solche AAaxima und Minima ab* 


j 


190 KAP. ffl. ANWEND. DER VARIAT,- RECHNUNG 

Salute ztt nennen I und ihnen die sogenannten relativen oder bedinge 
ten Grössten und Kleinsten entgegen %\k stellen» bei denen unter allen 
Relationen für die relativ-unabhängigen Grössen, Vielehe für eine 
oder mehrere gegebenen lutegraUPormelu dieselben JVerllie geben^ 
nach sotehen gefragt wird, rermöge deren ein andrer, ebenfalls gege- 
bener, unbestimmter Integral- Ausdruck, innerhalb derselben Grenzen 
genommen, ein Maximum oder ein Minimum werde. 

Was die Lösung dieser Aufgabe anbelangt, so ist die Zurückrüh- 
rung derselben auf die TOrigen Betrachtungen mit gar keioten Schwie- 
rigkeiten verbünd em 

Es sei V =5 flVAx die Formel , welche, das Integral von a: == a 
bis X = ^ erstreckt, ein Maximum oder ein Minimum seyn soll, und 

m 

seien diejenigen, welche, innerhalb derselben Grenzen genommen, dea 

gegebeneu Wertheu N(^\ N^^\ m^>...N^^ gleich seyn aollen. Als- 
dann ist es kl^r, dasa diejenigen Relationen, welGhe, unter allen mög« 
liehen, den Ausdrjck 

wo unter .«'')j c^*^ ö>'5>...ö)^W beliebige constante Zahlen gedacht 
werden, ziji einem Maximum oder Minimum machen, Zugleich so be- 
schaffen seyn werden, dass sie tmter denjenigen Relationen, welche 

für r('>^ ^(»V ^^3^ . . . P"^^^ dieselben Werthe liefern, für die For- 
mel F' ein Maximum oder ein Minimum abgeben« Denn man denke 
sich das System von Relationen, den in Rede stehenden Ausdruck zu 
einem Maximum oder Minimum machend, als wirklich gefunden, und 
in diesem Ausdrucke selbst substituirt; so wird derselbe, wofern man 


! 


% 
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die für V^ ^(«^ ^o>> ^i» .,.V^^ entstehenden Werthe mit V(^), 
/xo, PA^ iP(3)...p» bezeichnet, den WertU 

« 

Annehmen, welcher also, der Voraussetzung nach, ein Maximum oder 
Minimum ist. Ferner denke man sieh «in anderes System von Rela- 
lionen, so beschaffen, das« sie für /^«'^ ^<«), ^<3) . . , ^C») eben- 

die VTerthe /»(«>, /»<»>, PW . . . pO«^ liefern, und in demselben 
Ausdruck siibstituir^ wodurch dieser, den Werth von V mit ^(^ be- 
zeichnend, den Werth 

erlangen wird. Alsdann hat man offenbar 
grösser oder kleiner als 

J6 nachdem ein Maximum oder ein Minimam statt- £tidet: mi^biil 

/^(O =»- oder -sc ^«. 
Hieraus geht also hervor, dass die Bestimmung eines relativen 
Maximums oder Minimums Yon ftyiix auf die Bestimmung eines ab- 
soluten von der. Formel 

die Integrale innerhalb derselben Grenzen genommen» zurückkommu 
Nimmt man daher yon dieser Grösse die Variation der ersten 
Ordnung, transformirt di^se, und setzt sie gleich Null; so werden die 
hervortretenden Gleichungen , sowohl die allgemeine, als die für die 
Grenzen, die als beliebig eingeführten coostanten Grössen ai^'>, c^'^\ 

»') ,.. oif^^ enthalten, die aber^ sammt den durch die Integration er- 


\ — ■^■■>-' , 
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zeugten ConstanteOi aus den GreuzgleichungeUi in Verein mit den ge- 
gebeneii 

fJV^^)Ax:=:m^\ /;^Wda:=iV«, ffV<^'äx^m^ • . . fJVO'^AxzizN^^ 

deren Zahl der Anzahl der Grössen e9<<>^ (n^^\ e»^)^ cd^^ offenbar 
gleich ist; ihre Bestimmung erhalten« 

§.65. . 
Um diesen Gegenstand durch ein Beispiel zu erläutern, sei 


die Integrale von o: = a bis o; = ^ erstreckt 

Der Ausdmcki der\zu einem absoluten Maximum oder Minimum 
gemacht werden mussi ist alsdann 


die Integrale von o; = bis x = 3 genommen, yon welchem die 
Variation gleich v 

d jr dV 

oder, indem man diese Orttsse nach der bekanntaa Methode trani- 
formirti gleich 

Ay 
{py 4- €»^'>) da? — «•(«> d. 


/«-( 



I 

\ 
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« 


,(^^r 


V 1 + 


Ay 


h^ 


Ton X =a bis xsssh erstreckt, ,Mt£ nnd aus welcher letztem Form 
die allgemesne Gleicihaag des Mazunumt oder Minimums 

d 


(y -1- ai(0) 4x — »<•) d. 


3x 




i/.+^S 


ijä' 


oder 


«?•) 


d«^ 


(■ + g-o 


?>%■ ~ ^*^ + '*^'^^ ''^ 


entspringt. Moltiplicirt man diese Gleichnng mit ^ and integrirt 
dieaelbe, so edangt man 


djr«\4 


.(■+1^) 


'J^^ + ^''^ + «-• 


wo -m- eine bdiabige- Gonicante) beMiiAiiM; 
chnng in Beziehaog auf ^ auf, io kommt * 


midiiA 


. . . ♦ ^ 
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welche» die Gleicbnng der elastischen Unie ist, und woTon das Inte- 
gral noch eine neue Constante ß enthalten wird, welche nebst den 
übrigen «^ e/*\ td*^ dorch die Grenzgteichopg 


•« 


"ar* 


v^R¥Ö 


in«- 


•'« ^ 


vG + ^) 


^JvO = «^ 


in Verbindung mit den g^ebenen 

die Integrale Ton x = a bis o: ss ^ erstreckt^ ihre Besrimmang er- 
langen* 

Die bisherigen Untersuchungen betrafen lediglich solche anb<)stiinmten 
Integral- Ausdrücke, in denen nur Eine Grösse als absqlut^unabbängig 
zu Grunde Jag, Die Integral Formeln, in denen mehrere dieser Qrös- 
aen vorhanden sind, sind ähnlicher Betrachtungen fähig; nur isr die 
Theorie der Integration Ton Dilferenzial- Gleichungen zwischen meh- 
reren veränderlichen Grössen noch zu' unvoIUtifndig, lak dass ^cK 
<Bese auf eine beMedigende Weta»: dünebCUirtn JlSeesee. Süm bMm>» 
dere Betrachtung dieser Formeln^ ^welche iw^i absolu^t-unabhän^ge 
Grössen tothalten, nvird bereits hinreichen, Sowohl um dieses zu be- 
kunden, als auch um den Weg- noch- etwks 'genauer zu bezeichnen, 
den man , bei Untersuchuttg^ cHeset' A^r ffi^^ allgemein wird verfol- 
geh können. Der einfachste Fall dieser Formen ist olFenbar derfe* 
nige, wo zugleic^h nur Bine relattih^ unabhängige Grösse vorhanden, 
mithin, indenr wir den mibestifnmteBy imegrjtl^Ausdruck durch 


r - - 


{x. 


Az Az .^•z 4'z A^z ' V 
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V^ffJVixiy 
repraseotireiii 

ist* 

Um nun liir z ^eine «olcfie FimlLtion von ir und y «u finden^ ver- 
möge welcher V^ die Intejgrale toq x si is bis ^ =s i/, jund ¥Oa 
yssibW^ y^szV genommen, «in Maximum, oder ein Minimom werdep 
wollen wir annehmen , dass z selbst die gesuchte Funktion sei. * Sab* 
stituiren wir xuin im obigen Ausdruck z -f- ^^"2 an- -die Stelle von z^ 
und entwickeln den resultirenden nach Potenzen ton k, .so kommt 




l^V^... , 


•a.3 * i.a.3*4 

ans welchem «ich «uf «ine, *der vorigeii ganz ähnlidie Weite ergiebt 

1 • m 

•owohl (ur das Mosimumi fifs <]as Minimum» und 

i^ V '-<:: ex für das Maximum , und r>* o für 4as Minimum^ 

unabhängig von tz. 

Nach §: 28 hat man dnhe/^ indem man die daselbst angewandte 

abgekürzte fiezoichnung, jedoch mit We^lassung der Klammem 

die parzielien Differeneial-GoelBciettten beibel^ält, 

+/dy #«f*')/Cjr) (a'.y) +/da7^zcV)/«(x, *') ' 
u« s. w. * 


« / 


V 
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d'^sW 


d»>iS(b) 


/^r =a"- /tSC-^^ -/ "^^ -sF/^SC- *) 


IL A. W* 


+ ßg? - nj), - n?8 -f ög ' 


0> 


die Integrale von x s= a bis x =: a^ und ron jr=z^ bis ^ = &' ge- 
noinmeni welcha Gleichung unabhängig von jeder besondern Form 
für izf so fern nnr die etwaigen Grenzbedingungen erfüllt werden, 
atatt fmdet. Wi^ aber auch diese Bedingungen beschaffen aeyn mö- 
gen, so sieht man doch leidit, dass, wenn wir 9z als denselben ent« 
sprechend betrachten^ alsdann auch die Form 

»z + *{x,r) i(x^a) (x^a") {y^V ^-h^Y , 

wo ♦(^j^) eine ganz beliebige, jedoch (.r— ä)> (r — d), {y — b\{y — Vy 
nicht als Divisoren enthaltende Fnnktlon von x und y bezeichnet^ 
ihnen Genüge leisten wird ; nachdem t ao gross gedacht werden kann, 

dass die Variationen J*z«^ --^r- % -ttit- • • . ; ^2;^''^^ -rz- %■ ^y/j-^ • •• ; 


da 


da' 


d^ 


da' 


J^rbit -rr- 1 --tt^ - • . ♦ ; ^^^u^ -^^cU ^ » -TT/r^ » • • • vo^ dem zweiten 


d^ 


^b 


db' 


Theile diesM Ausdrucks sämmtlich unabhängig werden« Substitutrt 
man daher diese Form anstatt oz in der vorigen Gleichung, sa erhält 
man, indem man diese selbst mit der Resultante verbindet. . 

ffdx dy F(x,^) ir(x.;^) {(r-tf) (x-a') (jr-B) Cr-*')}* = o. 
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die Integrale ton x =: a his x =i a^» und von xz=ib bis x^s:l/ er^- 
streckti unabhängig von 'irix^y)/ Auf eine, der obigen ganjb ähn- 
liche Weiae^ ergiebt sich hieraus die identische Gleichung 

^ (^> r) = ^ 

Wie daher anch die Bedingungen für die Grenzen beschaffen 
sejn mögen; so zerfallt die Gleichung if^:=zo^ unter allen Umstän- 
den , erstlich in die allgeofeine Gleichung des Masimums oder Mini- 

F (X, y) = o^ (/> 
and aweiteiu ia die Grenzgleichuog 

+/ dy J-zCO/Cy) (a'y) +/dxh(y)/00 (cc^ V) 

u, s, w* < 

= o(//.) ^ 

die Intregale von x s= ^ bis :ai =: ö.V nnd von x = * bis a? == ^' 
erstreckt Dem Vorhergehende!^ nach ist es einleuchtend, dass letz« 


V 
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tere Gl^iicTiungi fo fem kerne weiteren Bedmgan^n fiir die Grenzen 
Torhandea ilnd, nicht statt findeii kanni weaa nidit. die GoelBcienten 
der verscliiedeaen Variatiooetii sewohl des tnit ^deoi Integrationa-^ei* 
citeo behafteten, als des ron diesem befreiten Theiles, einzeln gleich 
Null sind, n^g Integral der Gleichung (f) also wird die für z gefor- 
dertb Relation liefern, dessen beliebige Funktionen man alsdann der- 
gestalt wird ^u bestimmen habi'n» <iass der Gleichung (II) ebeofalls 
Genüge geschehe, Dass inzwischen die Möglichkeit hieven an die 
Form, des vorgegebenen Integral-Auedrucks gebunden, mitbin die £xi- 
atenz eii;ies Maximums oder Minimums von den Bedingungen ^ für die 
Grenzen abhängig bleibt^ leuchtet klar genug ein^ so bald man sich 
nur dessen erinnert, ^as §. 45* mit fiezug .auf die Formeln Einer ab- 
aolut-unabhängigen Grösse bemerkt worden ist« ' 

Der einfachste Fall dieser Art ist offenbar derjenige^ wo die 
Grenzen bestinwnt und gegeben sind, nachdem alsdann die Grenz- 
gleichung von selbst statt findet. Die folgende Aufgabe ist hieher zu 
rechnen: Eine solche Oberfläche au finden, deren Areal Grdsae, zwi<- 
sehen gegebenen Grenzen genommen, ein Mininram sei. 

Bezeichnet man die Areal -Grösse einer Fläche ganz allgem^ 
mit F^ so hat man. bekanntlich 


mithin 


^^jir^'^^'+Cäy+iW- 


if' 


■if' 


dx dy 




j 


j 


f 
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D< noB, V r+(^)'+(^)'= iV seoend. 




(DO 


/. 


■ß 


■Iß 




(^> 


ax 
'dz' 


■ff^H^ 


Ut; so hat in«|i 


frs^JpMyl 



m 



Tz 


Vd«), 


«^H^'O'} 



• — <jy — 

ist demnach 
'dx' 


X Sz 


Die allgemeine Gleichung des 

/dA /Az\ 


oder, indeni man differenziiit. 


l 
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(ap) . 




+ 


- •• 


\dxV 


*^'+(t:)*+.C^) 




vrelcfae sich auf 


(^){'+(^7-(^(^)(^.)+(^0{'+-si)*}=o 

reducirt durdi deren Inteigration die gesuchte Relation für z erhalten 
trerden muss. 


• \ 
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VIERTES KAPITEL. 


Einige Beispiele, 

die Bestimmung des Maximums und Minimums unbe^ 

stimmter Integral^ Formeln betreffend. 


•<^iv<^<yw#¥ww ^ Wiw<yyyNiw<v 


§.69. 

fiine Gleichung swischen x nnd y' sa" finden , Temnöge welcher 
fy (ax — yy) ^T, dfts Intqgral zwischen gegebenen Grenzen genom* 
men^ ein Maximum oder ein Minimum werde. 

Da V=ify (ax — yy) dx ist, und die Grenzen des Integral« als 
conatant angesehen werden; so ist 

nnd daher die allgemeine Gleichung des Maximums oder Minimums 

ax — 5^* a= o; folglich jr =: V — , 

Femer ist i^P^csi — ffyiy^ *p> oder^ indem man für^ dengt* 

fondenen W^th substituirf, 

i^ y^=—fiixif''yifUix, 

C a6 ] 


202 
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Vrovon. der DiiFerenzial-Coerficient positiv oder negativ ausfallt, je 
nachdettT die negative oder die positive Wurzel genommen wird« Der 
gegebene Ausdi'uck ist daher sowohl eines MaximumSi als Minimuihs 

fiihig : ersteres findet statt f ür j == -f- ^iz% letzteres aber für 


3 


, und zwar entweder von o; f= — ^ bis x = o^ oder 


von o; = o bis 07 2= QO^ je nachdem a negativ oder positiv ist 

§. 70. 

Eine Gleichung zwischen x und y zu finden , nach welcher 
/(ißÄ^Jc*^ — i5ö3jyr^5Ä2y3_3y$) d^^ da3 Integral zwischen gege- 
benen Grenzen genommen^ ein Maximum oder ein-Mioirnnm werde. 
Da 

iftt, so ist 

und^ daher die allgemeine Gleichung des Maximums oder Hinimams 

mithin 

. y*==Äa?, oder a(a— a:) 
und 

j- = ±. Vää;, oder ± V'a(«— aj). 
Ferner ist ^'^V^fiy*. 3o/(a* — aj'«) da;, wölche Funktion für 
die beiden ersten Wurseln übergeht in 

Da nun, a als positiv betrachtend^ (4« — 200;) beständig positiv ist 
Ton a;=o'bi8 a;=|a, und beständig negativ von ;»^^a bis a;=ao>' 
«o wird man von «äo bis .-cssfa für die positive Wurzel ein' Mi- 


! 
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nimmn , nnd fiir die negative Wurzel etq Maximum, yon x == | /i bt& 
x:=Co hingegen für die positive «Wurzel ein Maximuin, und für die 
negative Wurzel ein Minimum erhalten. 

Für die beiden letzten Wurzeln von y geht i^F' über in 

wovon der DiiFerenzial-Goeriicient von a: = — oo h\B xisz-\'\a ne- 
gativ für die positive, und positiv für die negative Wurzel, yonxz=i\a 
bis x^s^a hingegen positiv für die positive, und negative für die ne* 
gative Wurzel ist. Für die positive Wurzel findet daher ein Maxi- 
mam statt von xs— oo bis a? = |a, und. ein Minimum vonxs \a 
bis xss^a. Für die negative Wurzel hat das Umgekehrte statt , 

§• 71. 

Eine Gleichung zwischen x und ^ zu finden. Vermöge welcher 

y^(5^oo^^Z^^—y^) (ät-^x* — |^-Hj^*)da:^ das Integral innerhalb 

gegebener Grenzen genommen, ein Maximum oder ein 

werde^ 

Da f^=fCiax—^x^—y) (/tx—.t«—^ 0:7+7^) dr ist, und 
Grenzen des Integrals bestimmt sind ; so ist 

und daher die aligemeine Gleichung des Maximums oder Minimums 

~ ay (ax — «• — 4 ay +jr») -|- (ay _ ♦ x) (iox — 3«* — j^«) = o, 
oder, indem man die Producte entwickelt^ und den Ausdrück reducirt, 

jr» — . xf* ^- (x* — ax) y 4" ^^* -^ x* xs o, 
wovon die drei Wurzeln 

sind. Ferner hat man 


\ 


" / 
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r 


^szj^t^f^. (fix — or* -|- ixy — gy') dx. 

Substitairt' man hierin iiXt y den ersten der obigon Werthei 8Ö 
kommt 

wovon der Differenzial-Coefficent' yon 0; = —» 00 bis A; = a beständig 
negadvi von a;=:o bis a/=^^a beständig posidv, und von a:=;|a bis 
o: = op beständig negativ seyn wird« Der gegebene Ausdruck wird 
daher^ .so fern ^ = x gesetzt wird, von :r =; — 00 bis :r = o ein 
Maximum, von .r = bis o:: = 4 ^ ein Minimum , und von x = ^ a 
bis .r = 00 abermals ein Maximum werden. 

Sabstitoirt man für^ die zweite Wurzel, so erlangt man 


wovon der Differenzial-CoefHcient von ^ =s o bis o? = ^is negadvi 

und von x=:^a bis x:=a positiv ist So fern man also ysz+yx(ia--oc) 
setzt, wird der gegebene Ausdruck ein Maximum von xsso bis t — z^a, 
und ein Minimum von x tsz ^a bis x :=z ä^ 

Substituirt man eüdlich für j die dritte der gefundenen Wurzeln, 
so kommt 

J*A^s=yVj'. 4 f«a? — J5* — 2x V^(«— ^)— S-^C^— ^)) dx 

' .GsJ^gtx^xya^x Q^ya—x — yx ) dar, 

wovon der DifFerenzial - Goefßcient von o; = o bis ;r =s£ a beständig 
negativ ist. In diesem Falle wird also der gegebene Ausdruck zu ei- 
nem Maximum. ^; . 


.«i 


\« 


'. / 
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§. 7a. 


V- 


Eine Gleichung zwischen x mtlA y zu Cndeo^ veimSge welcher 
« , — - ^ ^ «f 

Jy"^ äx Iri -|- -p; » das Integral innerhalb gegebener (grenzen ge* 
nommeDi ein Maximum oder Minimujpi werde» 

- « 

Da P^ =zj*y^dx*\^i'\'/^ ist^ und die Grenzen des Integrals" 
als constant angesehen werden ; so ist ^ 

* 

Dia aügemeina Gleicfanng des Maxunums oder Minimums ist 

demnach 

dy 


^'^y^+S 


I ^ -^ d« 

X 


^'+W- 


oder 


• dir' 

« + « di 


d*v 


Um diese Gleichung zu integriren> wollen wir y anstatt x als ' un« 
abhängig einführeni oder d/ anstatt dx als constant betrachten« 

Bekanntlich ist alsdann 3^ = x^ d. ;^ = ^^, und die 

Gleichung geht über 10 


dx 


dx 


dx 


t I 


i 


\ . 
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oder 






V 


daher^ indem man mtegriit, 


Jog^ cij "~ i ^""s^ (' + d^) + '^ ^""s^ y — ^""S* *> 


Goa^Unte 


mithin 


rg = «(x+a^y, 


d« 


lind endlick 




Durch die Substitution dBS für ^ gefundenen Werthes geht J^/^ 
über in "I/j^*"-^**. iy, welche« die Orenzgleichung 

verschafft, der nicht genügt werden kann, so lange J^^.)^ J^^^,) ab i>6- 
liebig betrachtet werden« So fern daher die Funktionen, unter wel- 
chen die eines Maxiitaums ^der Minimums gesucht wird, nicht näher 
bedingt werden, giebt es Leine, vermöge welcher de> gegebene Aus- 
druck ein Maximum oder BÜinimum werde^ sollte. Man vergleiche 
hiermit $.45- ^ 
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Ferner findet man 


207 




.Ä^ 


«9 



so fern man das Integral innerhalb der gegebenen Grenzen erstreckt; 
woraus sogteioh hervorgeht, dass ein Maximum odör ein Minimum 
statt findet, je nachdem y^ negativ oder positiv ist. 
Setzt man n ss i, so erlangt man 


fix 


Kr 


— ^7-2» mithin xss« log- ^^'^* ^ \a iogß,undy^ — ^^ 


ay& 


wofern man 2 = 7 setzt. 

Um die Begriffe zu fiziren, wollen wir annehmen, dass uns ^(i) 

m 

nnd ^ca) gegeben seien, d. h« dass unter solchen Funktionen die des 
Maximums oder Minimums gesucht werde, welche für .x = a und 
X ^ b die Werthe /(t> und /<«) g^en; so sind dadurch ^/^,) und ^/^) 
gleich Null, nnd die beiden Gonstanten a und ß ab bestimmt zu be* 
trachten. Die Variation der zweiten Ordnung wird alsdann 


^«^= 


•=/^{i7äf:/- 


^4- 

dx ^ 


(■ + jJO 


IW 



0+^di:y (^'^^^1 

welches, von oß =: a hh x ^=s h eilstreckt, übergeht in 


ffloS 
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von X "ss^it bis X = ^ genommen. Aup der Gleichung Vlx y folgt, 
dasA diese Grös&e mit ^ von demselben Zeichen ist. Sind daher j^^r)^ 

rct) positiv, ^o ist es auch y = -g, und dafher, tf ebenfalls als positiv 

=: — 00 bis a; = -f- 00» mit- 

hin der obige Differential - Goeßicient beständig positiv, ohne unend- 
lich zu werden« Der obige Ausdruck wird alsdann ein Minimum, wie 
auch die Grenzen genommea' werden« 


. dr d«r 
betrachtend, auch 7, g^, ^ von x 


§. 73/ ' 

Eine Gleichung zwischen x und ^ zu finden^v yetmöge welcher 

• ^^^^^ 

fAx\JccQ^yY^^^'^'j^% das Integral zwischen gegebenea' Gren- 
zen genommen, ein Maximum oder ein Minimum werde. 


Da in Äeaem Falle V = ^ (x« ^y^f^xV \ -f- ^ ist, und die 
Grenzen des Integrals «Is constent angesehen werden; so ist 


w 


lV^f^,yix^^y^r^Vx +^ 



.)-n/ 


^ 


d«< 



ix 


1/1 + 


dy* de 


da: 


^1- 


6x 




/ 
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wd daber £e allgemeine Gleichwig des Maximums oder Miaimnm« 


• < 


oder 


v.^^y 


^ o 


y j^ _ a^' ^r' dy 




~ dar* 

mithin, indem man integrirt^ 

d^ , ' 

folgUch * *** 


da; 


•> 


oder 

dy dr 

^-**d^-*^-^a£-<^' 

und daher, indem man wiederum integrirt, 
endlich 

Sabstituirt man für ^ den geTundenen Werth| so geht ^r über J 

in -r=^ Y^f woraus die Grenzgleichung 




^ 


2IO 
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entspringt^ der nicht genügt werden kann, ao lange S^nyp ifa) belie- 
big bleiben« Denn in diesem Falle hat man 

foIgUch 




— aÄ+y(et* + i)Ä»-j8 


woraus ^^ ß, SS a^ ß hervorgeht , welches ungereimt ist. Man ver- 
gleiche hiermit §. 45* 

Ferner wird gefunden 

'[i-j(^«+7«)-'](x»+^«)-il/.+Ki/' ' 




(x»+j.»)-i^ 


1/« + 


dj' 


• " d* ~/ dy»\i Vd-«/ ' 


woraus sogleich henrorgeht, dass der vorgegebene Ausdruck nur ei- 
ne» Minimums fähig ist. Setzt man daher 


0+^) 


^=Ä, 7 Y .C, = a und 


v^-+^: 


dx 


(■+ä&? 


60 hat man 


i.r=^^..+/dx |;i/^,.+jvjryg:+/.(^)*}, 


-<- K = -«> ■B-/» = JV> i"» G 


« 
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zu 


Bestimmt man nmi /i der|;e8talt, daas man habe 

4?^ 


JV" 




so findet «in Minimum für alle Werthe Ton a: statt, für welche M 
und N nicht aaendlich werden (§• 46), 

f 74- 
Eine Gleichung zwischen ^2: nnd jr zu finden, vermöge welcher 

■ j dx, das Integral 

ein Maximum oder Minimum werde« 

d\y • 

•^ da:* 

j " da? ist| nnd die Grenzen des Integrals 



gegebenen Grenzen genommen, 


Da hier P" 



dx 


als constant angesehen werden; so hat man 


ir 


dx da;» 3S j 


dx 


+ ^r 


l^-'^f^-' d4^l 

l da:'' d* j 


4-^ -C. 


dx 


vMd als allgemeine Gleichung des Maximums oder Minimums 


dr 

d« 


+» («-«)/" d5 = o; 


folglich, indem man integrirt, 


r 
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j^-g^ = Ä^ und jr = ÄX+/3. 
Durch Sobstitation diesem Werthes geht IV über iki 

^j|2(i-/i)(«:+/S)^-"---(<«^+73) -j+df- i(^ + i^ 

'welches 9 ron o? = ä bis o? = ^ genommen |> als Gleichung für die 
Grenzen 

YerschafiFt. Werden daher die Relationen , unter welchen die des 
Maximums oder Minimums verlangt wird| durch keine Bedingung mit 

Besng auf die Grenzen näher characterisirt, so sind if(%)^ ""^^ i • * • 
*^r^t)f --jr^ vollkommen beliebig und unabhängig von einander ^ und 


die vorige Qleichung zerfällt in die »vier folgenden: 

a 






9 




während nur zwei 'Constanten zu bestimmen sind; man siehe hierüber 
§. 45. Inzwischen ist diesen für den Fall| wo p rr> i isf, durch d& = o, 
ßsso zvL genugeui wodurch^ = o, und auch^ wie man leicht erjnit- 
telt| i^ yz=so entsteht. Man fiberzeugt sich aber leicht, dass unter 
diesen Umständea weder ein Mazimnm noch ein Minimum voilianden 
ist^ nachdem durch die Substitution von^-f-A^ anstatt //der vorge« 


• ■ 


.Mm tu- 


I 
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i 

da:* 
/^ da;* 

in ^^ § ^/^"Sfr ^^^Sl^^h dessen Zeichen too denen der Variationen 

- "3:1? 

abhängig ist. 

Die Schwierigkeit wird aber gehoben^ wenn man die Frage fol- 
gendermassen stellt: Unter allen Relationen zwischen ac und y^ weN 
che, indem man x =: ^7 nnd x = ^ setzt, für^ die Werthe Xd) und 

7^(8) > und für ^ irgend welchei aber gleiche Werthe geben, eine sol- 

_j Ax^ das Integral von x=ui 

bis X SS ^ erstreckt, ein Mazimnm oder Minimum werde* Alsdann 
hat man nehmlich iy^^^ = o^ "3J^ = 03 ^^^(1) = o, ^^ = o> wo- 
durch die Grenzgleichung wegfallt, und die Gonstanten tf und ß y er- 
mittelst der für X xxnA y gegebenen Werthe bestimmt werden« 
Serner wird gefunden 

*»rr anjr-i Sty nyn .^y 


da? 300* 

d»r d*y 


{d*r d'y 




\ 


f. 


^- -**% 


21/1 
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+ 






ir 


+ 


dx 


1 ?2?f^ÄV 

'clx«y 
von J5 = a bis x^sb, -oder, indem man fürj^> t^, ^^ 


aus der obigen Gleichung «ubstituirt, und ^y^t) = <>^ 


die Werthe 


^JW 


IV ») 


da 


.# ♦ • • 


/ 


o ^etzt. 


i^r=(n — i)/dx 




an-* 

n 




Yon X rsz a bis :r = ^ erstreckt; iivoraus man sieht« dass «in 
mum oder ein Minimum statt Bnden wird, je nachdem n -<=cz, oder 
!::r> 2 ist; und falls n ein Bruch von geradem Zähler seyn sollte, je nach- 
dem eine andere Wurzel für y genommen wird« Für /» z= i wird 

*^«^=— y»^ ^j^j , und findet «in Maximum, oder ein Minimum 

statt, je pachdem et positiv oder negativ ist, welche Werthe von cc 
auch für die Grenzen angenommen werden« 

§• 75- 
Eine Gleichung zwischen x und j^ zu finden, yermöge welcher 

y^fg^J do?^ von xzsza bis x:ss.b erstreckt , ein Maximum oder eia 

Minimum werde. 

Verlangt man nun unter allen Relationen die besagte zu finden. 


t:*. 
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&0 hat man nnnilttelbar (t-t)""* = ^> folglich cntwecJer ^^ = o, 
oder-2~7= o^ je nachdem n r> oder «^^ z ist, und von wdchen^ 

Gleichungen die erste ^ss^ar-f-iS giebt. 

Ferner hat man i^ ^—J '»• («—0 (55?)"^ (isO^ dx,. welche 
Grösse durch die Substitution des für y gefundenen Werthes gleich 
NuU wird. Der Grund hiervon ist, dass/(0 +Ä ^^^dr, für 0= 

Übergeht in f^^x^) da:> welches zeigt, dass kein Maximum, son- 
dern ein Minimum vorhanden sejn wird, wenn t\^ entweder eine ge« 
rade ganze Zahl, oder ein Bruch von geradem Zähler und ungera- 
dem Nenner ist, jedoch nicht kleiner als i. 

Transformirt man aber den obigen Ausdruck nach der bekannten ^ 

Methode, so kommt 

und daher ak allgemeine Gleichung des Maximums oder Minimums 

9n-i 

Substituirt man diesen Werth» so ergiebt sich als Grenzgleichung 




1 
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Fragt man nua unter allen möglichen Relationen zachen x nnd 
jr nach einer solchen, rermöge welcher der gegebene Ausdruck, ein 
Maximam oder Minimum werde ; so geht die Grettegleichuag in die 
vier folgende über: 

woram etsso, ß=so, mithin j^ss^yx -f. i folgt» wo 7 and « töI% 
beliebige Gonstanten sind (§. 45.): dies ist der «chon oben betrach- 
t^e Fall. 

FMgt nia^ aber nnter denjenigen Relationen, -welche, wenn man 
xssa and xs=b setz^," für jr gegebene Wertbe liefern, nach derj> 
nigen , für welche jener Aasdruck ein Maximum oder Minimum wer- 
de; so liÄt man ^(,) = o, ^(.) = «,, und «As Grenzgleichungen 

w«»che e1>enfall8 u = o, ^ = o, mithin jr ^ yx-^-t gAen, wo aber 
7 und e durch die für x und yr gegebenen Wertbe bestimmt sind, 

Ist inzwischen die Frage nach einer wichen Relation, welchem 
unter allen, die« = a und 45 = 3 gesetzt, für ^ gegebene Wer- 
the liefern, den besagten Ausdruck za ^nem Maximum öder Minimum 


machen^ so hat aan -^ 

av 


da 


'glai- 


ehung zu erfüllen, « = o^ mithin j^ == J ('^.Y''^ a?» ^yx^i^ y,^ 

aber ß und y durch die fiir x und ^ gegebenen Werthe he- 

stimmt «ind, und « behebig bleibt, so lange nicht der Wertk von r 
für einen bekannten Werth von « gegeben ist. . 

Fragt man ,endÜch nnter allen, Relationen^ welche, wenn man 
= Ä und cp« Ä setzt, fur^ di« Werthe r«.) und j^^.,, und für ^^i 


X 


l' ^^rr^^ 


M^^k^' 
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Warn6 


4r<«> 


4r<«) u. 


Mini« 


d»no 


amms, so hat man J^(s}sso^ J^(c) = o , ■ ^J - ss o> ^^-^' =s o^ die Bedingung 
der Grenagleichbng ist alsdann faiedurdi eifülit, und es ist •*•«.. 


»••4 


^srr'—r-jj^ ^i^^cj '* ^ yx -^ §^ WO die ConstaBton durch jene 
Gegebenen hesiimmt werden. 


ist, so hat man J* ^=y*^('*"^0(*a?^-j*/g^} dr^ woraus her- 

Torgehr, dass das Maximum oder Minimum an den Werth rot^n ge« 
bunden ist. 

Ist aber n = t, so ist ^* ^ss o> und in diesem Falle ist weder 
ein Maximunv noch ein Minimum Torhanden« Um sich hioTOn mher 
zu überzeugen, braucht man nur zu überlegen, dass, unter dieser 

d*r, ßy 


Voraussetzung, der rorgegebene Ausdruck übergebt ^n/ j^dj:=^4.C, 

welches, von x = a bis o? = i& erstreckt, giebt: ^= -^ — ^2j 

folglich, indem rilan kif anstatt j setzt, /^(,) = ^ + {^^ "^^'^^^ 
wo das Zeichen des IncremeAts 4tets an das yon k gebunden bleibf, 
so lange— o-f -j^ nnbestimmt« bleiben. Setat man diese gleich 
Null, so wird das Inorement selbst gleich Null 

Eine Gleichung zwischen x und y zu finden, nach welcher . . » 

Ca8] 


# * 
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fy^x X /a? ^ Af> die Integrale voo xssa bU x^seib erstreckti ein 
Maximum oder ein Minimum werde. 
Da- y^=fy^^J^oc-^ dx i6t; so iat 

m 

^pyix, fx^£ dx+Jjrdx.xiy- ffdx. f iydx 

=:fijr<ixJ/x ^ da? -, fjrdx'^ + x^f. f yix; 
und daher die allgemeine GleicfauDg des Maximtuns -oder Minimumt 


/ 


X -r- dx 


fX^t ^£^ = J'dx, ^ = ^. jrzsAX, 


Die Gleichung für dieOrensen wird iy^t)-bi^^y(t)^a^sso,und. 
Variation der zweiten Ordnung 

i^y^fiyix,fx^ ix-^/tydx./x^ dx^af fy6x./x^ i» 


dif 


aiy 


dV 


djc 


r 

ton X 1=:; a bis X :sz i eratreckt ^ Fragt man nun unter allen Rela- 
tionen^ welchoi wenn man x ssz a und x =: b setzt | für y gegebene 
Werthe liefern» nach derjenigen, vermöge welcher der obige Ausdruck 
ein Maximum oder ein Minimum^ werde, so ist dadurch die Bedin- 
gung der Grenzgleichung erfüllt, und ^'jp^ reducirt sich auf 

welches offenbar ein Maximum anzeigt 
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§• 77- 
Uater allen Relation^s awischen x nndjr^ Tednöge vf eichet /yxdjo^ 
Yon X SS a bis x=:^ genommen, denselben Werth A erlangt , eine 
aolcbe zu finden, nach weloher///dJe:, innerhalb derselben Grinsen 
erstreekti ein Maximum oder ein Minimum werde. 

Nach §. 6$ ist hier V ^^ fyydx + f yxdx^ also 

und daher die Gleichung des Maximums oder Minimums 

ay + »05 = o; endlich 7 sä — ^x. 


«r* 


Bedingnng y — f!±. div Ton 


X =si a bis X :=: K gleich A^ vroraus folgt €» a: 


EndUch ist i^V ssfi^^Y^ dx^ woraus folgt, dass der yorgege- 
bene Ausdruck ein Minimum wkd. 

$. 78- 

£ine solche Gurve zu finden, deren Bogen mit der E?oIute pnd 
den beiden Krümmungshalbmessern, den Abdssen a imd b entspre« 
cbendy den kleinsten Flachenraum eindchÜesse» 

Bezeichnet man die Abcifesen piit x ^ die Ordinaten mit y^ die 
Krümmungshalbmesser mit ^i und den in Rede stehenden Flächen- 
raum mit R; so hat man,, bekannten Sätzen der analytischen Geome- 
trie gemäss. 


j'^ty 


, • ■ de' 
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kdglidi 


stR 





WO sich das ol>ere Zeichen auf eine gegen die Abciaaeh-Axe ccfncure, 
' das untere hingegen auf eme gegen diese conrexe Curve bezieht» 

/ ^^ — 'd»r — 

ein' Kleinstes sei^ f^^ v^n x ss a bi^ x =s h genommen , ein Maxi- 
mum seyn müssen , wenn die, Curve concav, ein Minimum aber, 
wenn die Curve eoavex cegen die Axe ist Da nun 


Setzt man daher 


=Ä /^, so wird, damit R 


ir 


s 




..(■+:!i^)' 


ist; so hat man als allgemeine Gleichung ü^s Maximums oder Mini- 
mums 

h(' + df^)d£ . ^ j 


d. i .i — ^j- — ."— 
l 5^ . 


I — a^r— > = ^; 


folgtichi indem man integrirt| 




dr 


da; 


SM^ 
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•** 37 3=^r = »a?i 

mithia, faulem man auTs neae mt^ir^. 

d*y — * di + ^' 

wo « nnil ß zwei beliebige Coiutanten bezeichnen. Bringt man dies« 
Gleiebttttg unter di* Form 

QDd iDtegrirt diese; so erlangt man 






Ferner ist, da r =/£ ''* = • + '' af—/^a^d^ ■«. 


r=.+- £ -J ^W'-^£^ + 4 3^ ""• '^- 3^ } 
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ist, V + 3^} 

Eliminirt man mun zwiscben (/) und (//) di« Grösse arc te ~ 

B' <JUc* 

<o kommt ßy — Mx-^tiy—ßt=-p Z^ (/"■)■, oder, indem mm 

, dv' d*' 1 j. As ^ dx 

■ + dS?=3r.'°°^«y-»='"«"«>s= iy,+j^_'^ ; folg. 

lieh, indem man integrirt, s = f — y ^a+ßy — ax}, welche Glei- 
chang bekanntlich eine Gycloide bezeichnet. 

Dass der Flächenranm wirkUch ein Minimnia wird,. Ui»t eich 
leicht fotgendermassen zeigen. 

Es ist 

t'r= A/fcii^^ii^m'-gttiilüL %d',r 

d^ VcLcV 




welches sich auch folgendergestalt darstellen lässt: 


;.^=/Ji:£iiZ(g)- 
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iajB^ ^dx»y ydx") ) 

Da. nun die C/doide concav gegen die Axe ist, so ist ^- oe> 

•tändig negatir. Setzt man daher ^^ = — g-| , so ist ^-| bestän- 
dig positiv, and man erlangt 

( , djrj\ r d^ , ^ \% 

^^rj- .Ja v'''dW/din* /^ )^^x Siy , ''*'dx* d«>r I 

3^ *^ Ivd^y \3*v ; 

welches zeigt, das« V wx Ifaximtmi, also jener Flächentanm Ain Mi- 
nimum wird. 

Durch Sabstitntion der obigen Werthe geht iV über in . . . , 

Mjr j.„ ■ 3^ , vrelcbes als Gleichung für die Grenzen 

*d>« 

dr ~^ dVo) « , da ~ P d^Xix) . . . 

* di^ *"a5^ 

Fragt man mm unter allen möglichen Gurren nach der des Mi> 
nimnms; so bekommt man asso^ ß=io; mithin, wie man leicht 

ermittelti entweder x ^ j^aeo^ oder -r-^ ss qO| weshalb in die- 

sem Sinne kein Minimum vorhanden ist* 

Wird aber unter allen Gurven, deren Tangenten , |enen beiden, 
den Abcissen a ond 6 entsprechenden Punkten angehörigi mit einan- 
der parallel sind, die des Maximums gesucht; so hat man -^— =0, 


f 

•^ 


±^i 
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^SH =s o^ «nd die Grenzgleichang wird dadurch auf «so anrudk- 

geführt AIsdanB bedarf ea noch der Angabe dreier Punkte, darch 

vrelche die Curve gehen 6oll| um die Gonstanten t^, €$, « zu bestimraen« 

Wird unter allen Curven^ ^vieilohe für die Abcissen «x xind k 

dieselben Ordinaten und Tangenten Jbaben^ nach der des Minimuma 

gefragt; so hat man ^/(«) = Os %(,) == o, -^' =0^ -^— <,^ unA 

die vier Gonstanten itt^ ßf i»i n werden alsdann durch die fiir^ und 

^ gegebeneoi den Abcissen a und -b entsprechenden Wertbe besfimmt» 

Wird endlich die Aufgabe: Tier gegebene Punkte durch eine 
Gurte zu verbinden, Tennöge welcher der besagte Flachenraum^ ¥Qa 
dem einen bia «um hindern Endpunkte erstreckt, .ein Minimum werde; 
so würden dadurch swar jeiie vier Gonstanten J>estimm^ die Be- 
dingung xier Grenzgleich un^ 




+ ß 




^^^ + ß 


db 


d'rd) 


da 


dfr» da» 

aber noch zu erfüllen übrig sejn. Nicht also mit Bezug auf alle 
möglichen Curven, welche durch die gegebenen Punkte gelegt wer- 
den können y sondern lediglich mit Bezug auf diejenigen, welche in 
den beiden Endpunkten dieselben Tangenten liaben, ist in diesem 
FaHe, allgemein za reden, ein Mininram voi^ndea. 

§• 79- 
Eine Gnrve cu finden, deren Bogen, la seinen Endpunktes den 

Elachenränmen o und ^ entsprechend, ein Jülinimum sei* 

man die Abcisse mit t^ die Ordinate mit^, dea Bo- 

den Fläcbenraum mit x: so liat man 


( « 


H ».«>-« 
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weshalb diese Aurgabe unter den §. 63 behandelten Fall, gehört Va- 
rlirt man daher, nach der dortigen Vorschrift, beide Gleichungeni 
und addirt sie zusammen, nachdem man letztere mit dem Factor A 
multiplicirt hat, so erlangt man, indem man ihre Summe mit d^P^ 


bezeichnet, 


*^ 


1 ^ « \ 



d< 


da;* •" dx« \ dx» * dx' 

Als allgemeine Gleichamgen des Minimums hat man demnach 

dr ^ dt 



de t , dx /rv j A _a« ■ ■% 


( 


oder, indem man letztere integrirt, 

dt 

, dj?* *^ d^* 
YTO 4r ^^^^ beliebige Constante bezeichnet. 

Verbindet man mit (/) und (//) die Gleichung y g^ — i=o,(///) 


d^ 


/ 


^£6 
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At 


um A and •r-- zq dioiinireiii jso kommt 


^Vi,+ 


iL 


?+r3^^- 




Ay 


^L 


Ax 




welche, indem man sie mit — dr multiplicirt| übergeht in 




=.+ ^d.. 


Ax 


yAy 
^ Ax 




dy« ' Ax 


y • Ax 
von d<r die Integral- Gleichung 


y» ~ d«« 


_: /»dri^ i^:! r»drtr 

l/^i , Ay' j_ J y Ax' . d«» /^°y3^ r 

^»"3x5^ r'^d«* •••T^d*" 


oder 




1+.; 


? 


also 


dx «^3 


ist. Vecbindf>t man mit dieser die Gleichung (///), so erhält man 


Ay 
At 


V(C 


{Lj^,y^;^oi,ii<^a.=^^ 


r4r 


"f" ^j "", 


Sabstituirt man die gefundenen Werthe in dem von dem Inte- 
grationszeichen befreiten Theiie von if^^ so erhält man als Grenz- 
gleichang 
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"^ 


JkikJ 


^WR^^r 


'(•> 


^ 




<I) 


-^a)+^'va)— ^*(ija«. 


Fragt man non unter allen Gurren , welche in ihren Endpunkten 
dieselben Ordinaten haben ^ nach derjenigen , deren Bogen, einem 
Flächenraume von gegebener Grösse entsprechend , ein Minimum sei; 
so ist ijr^^^ = o, iy^t) = o^ ^= o^ die Gonstanten a und ß werden als- 
dann durch die gegebenen Ordinaten bestimmt, und die obige Glei« 

chung verwandelt sich in dt^^-f^^—; folglich l:=zß —^^, ~y% 
nnd y^V±^(ß^ty^ welches bekanndich einen Kreis bezeichnet. 


Endlich findet man i^ $ 
fenbar ein Minimum ansmgt 


=/^ 


\37" dx 3x dx ) 


da? ax Ax / 


§• 80. 


Zwischen zweien aut der Oberfläche eines Umdrehungs-Ellipsoida 
gegebenen Punkten diejenige Gurve za bestimmen, deren Bogen ein 
Minimum sei. 

Bezeichnet man die halben Axen des Spbäroids mit a und h^ die 
rechtwinklichten Coordinaten irgend eines Punktes in dessen Ober- 
fläche; vom Mittelpunkte an gerechnet, mit x^ jr^ z^ und nimmt man 
an, dass dief Fläche durch Umdrehung um die Axe b, parallel mit 
der Ton x, entstanden sei: so hat man bekfinntUch 

» 

di=ydÄ« + d7«-f dz^ und a»x«+*«Cr«4-«*) ^«*** = <>• 
Setzt man hierin x^^rsinjp, yssrcos^cos€$ß zssrcosfsinit, 
wo r den Halbmesser des Sphäroids, ^ und die Winkd andeuten, 


• ^ 


aas KAP, IV. EINIGE BEISPIELE. 

welche derselbe mit den Goordinatea« Ebenen y, z und x^ y bildet, 

' a^ Ä« 

n\% auch ^— - = e*; so erlangt man, indem man (p als absolut- 

unabhängig betrachtet, 


s =/d^ 1/r» -1-^!+ r» CO* (p« ^], /•« (x — ee oos tp'') -^ b* = o. 

Vaiiirt man beide Gleichungeni so kommt 

d«'\ dr^ (\i 


d^ 

- .d(p 

und ar (i — eecos ^*) ^r ss^ o. 

Eliminirt man nun ^r zwischen diesen Gleichungen , so kommt 

.rv - d«^ ^ d« 

ds s=: id. 5 r. <yö:,-i 5 z. J'ö 

^ df ' , d5 

yon ^ z= (p^i) bis ^ = ^(a) erstreckt» Als allgemeine Gleichung tles 
Minimums hat man demnach 

dea 


>2 /^r>r i*2 


d. y == Oj mithin r^ co5 ä* -=ilL = ä^ 

d5 ^ di 

3^ 


oder r^^ cpj ^p« d« s= Äd(p »^ r^ +X^ + ^* ^^^ ^* d~^' 
Verbindet man mit dieser Gleichung 


• • 
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r* (i-^eecos^^) — ä* =ä 




r. 


1 — e^COJ» ^*' 


um r und dr zu elinunireiii so kommt 

A 1- ^^ ly {i — <?4g (a — ee ) cos ^^} 

Da die Endpunkte der Gurve als gegeben angesehen werden, so 
iailt die Grenzgleicbung weg, und die beiden Constanten werden durch 
eben diese Bedingungen bestimmt 

fiemerkenswerth ist die Gleichung r^ cos^^ -r— s=: a. Bezeichnet 

man nehmlich mit go^-^ yi den Winkel, welchen in dem Punkte auf 
der Oberfläche des Sphäroids, dessen Goordinaten r^ (p^ ea sind, die 
Tangenten mit einander bilden, von denen die eine der^in Rede ste- 
henden Gurve und die andere dem Kreise angehört, den man erhält, 
wena man durch den besagten Punkt eine mit der ^^ z parallele 

Ebene legt; so hat man offenbar rcos^-r^ s=z sin A; folglich 

rcos ^ sin ^ = a. 
Bezeichnet man nun diese Grössen für den Endpunkt mit r^a)^ 
^(a)^ ^^a); so hat man 

r^,) cos ^^,) sin A^i) = r^i^-) cos ^,2) sin A^^y 

Bedeuten daher Ä$y y/g. A^l^ A% A^^]. ^g) die sechs Win- 
kel an dreien auf einer sphäroidischen Fläche durch kürzeste Linien 
verbundenen Punkten, ^deren Coordinateiu /*(z> (pco; r(a)> ^(2); r(3)> ^(3) 
sind; so hat man ^ 

/•(i) cos (p(,) sin^ A^$y sBs r(2) cos ^^a) sin A[^^ , 
r(3o cos (p(3j sin A^^ ä f^,) cos (p^,) sin A^]; 


r(a> cos (p(a) sin yfi^j = /-(s) 00s (p^y sin A^^^ 
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folglich, indem man diese Gleicfaun|;ea mit einander maltiplidrt und 
die Resnitanee dorch r^^y r(.). r^j^ cos ^^d« cos ^ <,)• cos ^ ^^ diTidirt^ 




iin Ai'x sin 


V(3) 


sin ^^^ 


sin A[l] sin 


Vf3) 


sinj^f, 


für jedes aphäroidkciie OreiedL 


5. Si- 


Es sind cvrei Cunren im Räume gegeben , aof einer ron welchen 
sich ein Körper nach einem bekannten Gesetze der Geschwindigkeit 
bewegt; man wünscht beide durch eine dritte Linie zu yerbinden, 
▼ermöge welcher der Körper in Folge der Schwere in der möglich 
kürzesten Zeit von der einen xur andern gelange, rorausgesetzt, dass 
die Bewegung auf der dritten Curye mit der Geschwindigkeit ange- 
fangen werde, ;die der Körper im- Durchschnittspunkte dieser mit der 
ersten besitzt, und in einem Mittel geschehe, dessen Widerstand einer 
gegebenen F^inktion der Geschwindigkeit proportional ist. 

Bezeichnet man die rechtwinkiichten Coördioatea eines beliebi« 
gen Punktes der gesuchten Ourve mit x, y» z^ Ton denen die erste 
als vertikal, die beiden übrigen also als horizontal gedacht werden; 
die Winkel, zwischen der Normale dieses Punktes und den Goordi« 
naten-Axen mit t ^ %s % » nnd die Winkel zwischen der Tangente die* 
ses Punktes und den Coordinaten*Axen mit m^ l»> u; die Schwere 
mit g, den Widerstand des Mittels mit M^ den der Ounre mit iV, den 
Bogen mit s und die Zeit mit /: so hat man nach geometrischen 
Grundsätzen; 

cos I« + ^^* '* + ^^^ •''* = '-^ (-0> ai^^^ * "^ £ß^^^ ' "^ di^^^ ^"^=^j{ir^% 

'^^^cosm,f^^cosm^^z;^cos(0\ {III); 
ttnd nach dynamischen Lehren 
^-^-.Jlf co*»-.;Vco5f^ j^=-j|fiöoW-iVbp^f^j^^ 


KAP. IV. EINIGE BEISPIELE. 


231 


MulUplicM't «laa Ton den drei letzten Gleichungen die erst^ mit 
dxy die zweite mit dy^ die dritte mit dz, und addirt die Resultanten zu« 
aammen: so klangt man^ mit Rücksicht auf die Gleichungen (/), (//) 
und (///), 

dx d^a? + dy dy + dz d»z _ 


gi^ — Mds^ 


folgtich 


und daher 


da?> -|> djr^ + dz« ^. , --, .• 
^aj^« ' = / (^d^ — Jl/d5> 


welche Grösse also , von x = 
sejn muss. 

dar» 4. dj» 4- dz» 

d*» 
mitbin ► 

-|-^ +.A/K.+g-:+g=o,„nd.=/d 


y{2f(gdx — iWdi)} • 
a bis a: sc ^ erstreckt, ein Minimum 


Setzt man nmi 


t^^ so ist ussi2/(gdx-^Mds); 


dx' 


K.+4S+'" 


da;* *^ dx 


Da Jl/ eine Fnnhtion der Geschwindigkeit) folglich auch eine 
Funktion von u, dem Quadrate der Geschwindigkeit, repräsentirt^ so 
hat man, indem man variirt; 


d/ diy . d z djz 
da; a« "^ ax dx 


dz 


^^ =r /<L„ ^ , ^_, 


•^*"hda?* "^ dar« 


dü^ 



und ^_^- djr d V , dz d^z 

d>i# . /dilA iv -fc y . d-r» . dz* ^ ^di 3jc ' da: da? 


dx 


4.A«K.+^ + ^+.Ar: 


1/ I ^J"' I ^"^ 

Multiplicirt man, nach Vorschrift des $'s 63 diese Gleichung mit 
dem Factor A« addirt sie darauf zu ic hinzu, und transformirt den 
resnltirenden Ausdruck; so kommt 
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•^ 'T^ d«« T^ a^ "^ '^ d«» T d^ 

woraus sich die drei Gleichungen 

«• . . ■f.:z~'^—i . = o^ d. 


/ d« 




ergebeui aus denen, in Verbindung mit. 

dx "^T^'*^ "^ '+d^ + dx- = *"' 
die vier Grössen ^j z^ u, A bestimmt werden müssen. 
Xntegrirt man die erste und zweite, so kommt 

aud der Verbindung von welchen 

d-^ ^ dy ... 

*ai~^ dx = **' °""*" «z — ^^ = y 
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folgt 9 WO aj ß^ y drei beliebige Comttanten bezeichnen. Da letztere 

_ • 

Gleichung die Gleichang einer auf der von j-, z senkrechtfn Ebene 
ist,.80 folgt 9 dass die gesuchte Gurve von einlacher Krümmung und ^ 
in einer senkrechten Sbene befindliäÜi ist. 

Setzt man nun der Kurze wegen -tjj + aAAf=^(/)^ und 

Az ' ft^ -1* iS' 

e[Iiminirt j— , so kommt| indem man ^ ■ sss /t* setzte 


^=. (iTi.l-[^ (© - i^)yT^^.=.o vm. 


Differenziirt man (/) und (/T), so kommt 

d'^ 

dx dx^jmi \dtt/j "^ dx dx dj^'i/ ^ dy* ' 

mithin) indem man zwischen diesen und den Gleichungen (///) und 
(/^) die drei Grössen jf , ^ "»d {^j - ^ ( a"^)] eUminirt, 

dA , dx* 

von welcher das Integral sg^A = -^-r + C ^^ ^^® Elimination' Ton A|. 

dj? 

^ und u zwischen dieser Gleichung und (7)^ (7/)^ (7^) wird mne 
Gleichung zwrschen x und^ mit einer neuen Constante n geben, 
aus welcher sich ferner durch Verbindung mit az — ßyz=zy dje Be- 
ziehung zwischen x und z ergiebt. 

C 30 ] 


» * 
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§•8«. 

Die Bedingungen der Tier obigen Gleichungen ab erfüllt betracli- 
tet| redacirt sich ^^ auf 

Da aber ^ ^ 




v^M^::^ j/.+^' ^ 


und daher der Werth Ton h gleich 

\ dj? 

dessen Betrag also Ton x s:i a bis xzsb gleich Null sefn muss. Dh 
die beiden Grenzen unabhängig von einander sind, so ergeben si 
hieraus die Grenagleichungen 
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rar • ' 

Die enta GroiftCanre cd gegeben durch die Gladrangen 

♦ci) (jf^ y) = o* ;t{o (x, ») = o> 

an# das Gesetz für die Geschwindigkeit der Bewegung des Körpers 
läng» dieser Conre u sss -f- (x, y, z); so hat man nadi Seite iJS 


(t-'-#>-+>''«-('!&'-t"V-<-'"-»-'«=(f;)M0'<"' 


nachdem in it mit iy ^ o, iz ssz o äXkck iu =3 o wird; und daher 


Snbstituirt man diesen Wertb, nnd überlegt, dasa 
ist; 60 geht die Grenzgleichung über in 


4rM'+M©}^M^+M£)}i^-*' 


da 

Für die zweite Grenz*GurTe seien die Gleichmigea 


♦(a) C^» r) = ^' ^» (^' «) = <>• 

Alsdann hat man, wie oben, 
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Sabsdtnirt man diesen Werth m der zweiten Grenzgleichimgy und 

überlegt zugleich, dasa /u* -^-sr* -^=s/8-^- ist, ao geht die- 
selbe über in 

Da ^£/(8)^ durch eine DifFerenzial- Gleichung gegeben , eine von 
iy, iz abhängige IntegraUFormel enthält f so bleibt diese Grösse be* 
liebigy nnd die letztere Gleichung zerfällt in 

A(,) = o, Jt — |-flt m*^"l"i3 'rr = ^^ v^o denen die zweite, da 

führt, aus welcher henrorgebr, das« die gesuchte die zweite Grenz- 
Cunre unter einem rechten Winkel schneidet, wie audi das Gesetz 
des Widerstandes seL Die Gleichung A«) = o , dient zur Bestim- 
mung der in A enthaltenen beliebigen Constante ^. Es ist nebmiicli 

2^A=^-fC; folglich = 3^^4.^, mithin gg-A = ^2^ - I^, V 
Hiernach ist A(o= — /J^"* •*" 377 >» ^^* welcher, in Verbindung 

yA^ üirf 

mit (y^ und (B) und den übrigen acht, aus den Gleichungen für die 
drei Gurren entspringenden, die sechs Coordinaten der beiden End- 
punkte und die yler Constanten a, ß, y^ w bestimmt werden müssen. 

Setzt man, welches der einfachste Fall ist, -ir {x^ y, z) = const.^ 
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{^"^^ /^*\ r^'*'\ 

und die GleichoDg (A) terwandelt 6ich in 

"JTö" Vda~ d* / 

■»<» 7^=:^ i»' >-'*ta ' + t- ^' + # %- = •- 

woraus folgt, daM in diesem Falle die Tangenten an den beiden End- 
punkten, Yon denen die eine der gesuchten, die andere aber der er* 
sten Grenz- Curve angehört, rechte Winkel bilden. 

Setzt man hingegen die anfängliche Geschwindigkeit^gleich derje- 
nigen, die ein Körper erlangt, indem er sich im luftleeren Raum, in 
Folge seiner Schwere, von einem Punkte, dessen Goordinaten p^ q 
und r sind, län^^ der Grenz-Curve bewegt; so ist u z=z f agdx^ von 
X = /? bis X = a; erstreckt ; mithin 

w =: ag^ (o? ~ /?) = ♦ {oß^ }, I), 

nnd die Gleichung (A) geht über in 


.s 




oder 1 4- ^ tej.^^^'l^>— o 


nach welcher die gesuchte Linie die Grenz -Carre nnter Einern rech* 
ten Winkel schneidet. Es bedarf wohl kaum der aasdrücklichen Be« 
merkung, dass die Resultate dieses §'s von dem Gesetze des Wider- 
Standes ToUkommen unabhängig, mithin allgemein gültig sind. 
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§.83- 
Um die am Schlüsse des ^'s 8k besagte Eliminatioii anssoRihren, 

muss M als, Funktion von "u gegeben se7n. Der FaB^ wo M^szo is^ 

oder die Bewegung im luftleeren Raum geschidit, ist unstreitig der 

einfachste* Alsdann hat man nehmltch 

d/" I 

cfe yu Au 

Tpn welchen Gleichnngen die letztere giebt 

'wo C eine Ton der prinritiTen Geischwindigkeit abhSngige Constante 

bezeicIineL Setzt man das Quadrat dieser gleich -Ir (a, y{x^ ^co) j ^o 
bat man * (a, ^(,), ä^,)) = ä^ä -f C, 

folglich « = Äg'(x — ö) 4- i^(Ä^ 7f,> ^(d). 

d^ j/u 
Die erste der obigen Gleichungen giebt endlicn 5]^= -^ • 


welche^ durch die Sabstitution des Werthes von u^ in die der ge» 
wohnlichen Cjrcloide tibergeht » und §. 51 ausfübrUch behandelt wor- 
den ist Setzt man 11^0 s= "f* (^n, j^j^, zr,,) ?=: o, und die Goordinatea 
des Anfangs- und Endpunktes als gegeben voraus; so kommt man auf 
den Gesichtspunkt zurück, unter weichem diese Aufgabe zuerst in den 
^ciis Eruditorum des Jahres 1696 den damaligen Mathematikern von 
JoHAMNK BbunouujKi der sie ßrachytUochrone nannte, proponirt wurde« 
Kach Ablauf der festgesetzten Frist erschienen vier Auflösungen, nehm- 
Beb von NEWTON, Leibnitz, Ja&ob Behnoulli und db l^Hopftal« Die 
Gleichungen des ^s. 64 betreffen den Fall, wo der Widerstand Af 
der ^n^^ Potenz der Geschwindigkeit proportional gesetzt wird. 


^39 
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& 84- 

Unter der In §. 8x gemachten Voraussetaimg wünscht man dieje- 
ntge Garye zu bestimmen, längs welcher der fallende Körper in jedem 
Punkte seiner Bahn die grösste Geschwindigkeit besitzen werde. 

Bezeichnet man das Quadrat der Geschwindigkeit mit i^, so ist, 
nach dem so eben erwähnten §. 

gj ~ a^ + 2 il/ 1/ 1 + g^ + ^ = o> 

Wo M irgttid eine Funktion von u repräsentirt, nnd u, von j? ss a 

bis X :ss b genomihen, ein Maximum sejn muss. Variirt man diese 

Gleichung nach Vorschrift des §*s. 37, multiplidrt diese mit einem 

Factor A nnd integrirt die Resultante; so kommt 

df ^ .dz du 

3br dx "t" 3x da: 



»-(^r'+S:+ 



±\Mda> 


dz 




Bestimmt man A dergestalt, Aiss 
werde, so geht die Gleichung über in 

df dfy I dz dH 

* a^T 3x djp ■* 35 "3jc ^ 

AJfcfdop — ■ ■ . ^ = C 

9 

Die fernem Vorschriften düs zuletzt erwähnten §'s« beruhen auf 
der Voraussetzung, dass die Grenzen von u als constant angesehen 
werden. Folgendes kann daher als eine Verallgemeinerung dieser 
Methode betrachtet werden. 

Die obige Gleichung nehmlich enthät 6ine Beziehung für ^u,-$o 


A^a-f- / ^ 


N 


a4o 
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fern diese Grösse von iy und iz abhängig ist Bezeichnet man diese 
mit iu^^ und die TotaKtät der Variation, mit lu; ao is^ 

^u = ^^^ 4* ^ ^^* ^^^ dah^ die Gleichung^ 

d^ d^^ i. ^ ^ ^^^ 


y^^r% + 




*/ 




Bezeiclwet man nun I a.xMäx 



dy d^y i_ ^'^ ^^ 


»^' + l^. + E^ 


da; 


für xs=zn mit 


Fc) and für a; s= 3 mit T{%); so. erlangt man 

a/d»/ , d^dlz 
da: da? ^^ «JC da? 

, TOn :x=b bis T — rb 


■/■ 


genommen. 


y '+'£+'£ 


^Uil 


dufi) 


^«<^— ^"») = (^»)+0^"(?» — ^« ^4*^^— (Ac,>-fO^M(«-fA(o j|-^ ^» 



Auf 


d^ 


v 


dx' .' d;r 


^% a>r dz,«) 


-/ 


aXJI/J^ 


a A,^ JW;.)^' 


l/.4iK^ 




da?» ' d»« 


~d& 


db 


^o ^co ^'' 




= ^ 


Ä(,) 
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die lotagrala ton jt ss a bis a; ss & genomtneiL Damit nim 
Grösi« gleicb Null s^, hat man offeabar 

QX . dx 

o^ 0. 


fol^ch ^ ^ "^ ^ d = ^-* v^^ daher fif — axssy; norauB hervor« 
geht 9 dasa die gesnchte Lmie sich in einer , auf der tob y^ z senk- 
rechten Ebene befindet; EUminut man ^ aus dea yorigen 

gen, so erhalt mant A " := fi!^ setzend^ 

aus denen ^^ w« X bestimmt werden iHMSseo. Durch eine, der des 
§'8. ^i analoge Befaandkmg erhält man 

§• 85. 

In Folge der obigen Gleichungen redudrt sich der Werth von 

^«(») — ^«<t) auf 

C 3i ] 


• 
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ifvelcher Ausdruck, da die Grenzen unabhängig Ton einander sind, die 
Gleichungen 


d& 


verschaift; oder, da A t^= 2^A — aAAf V i+/»' t^ = ^ — « a* ^. 
^{f — *3^ — ^H~ ***» ""ch den obigen Gleichungen, 

(A(. + 1) K.) - ( C- * -ar -z^'^) ^^ + *^^"' + ^^^^' = ^- 

Mit Beziehung auf die erste Grenze hat man, da 2^(i)^^'^(^j»/:co^^i}) ist, 
Substituirt man diese Werthci so kommt 


+-'fe' + ^'^r-f = "•('«• 


Für die: zweit« Grenze hat man 


C-r - #) ^* + *r<., = «.(^' - ^^>+l^,= o; 


N 9 
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wodurch die Gleichung übergeht la 

welche^ da iuc^y, eine IntegraKFormel enthaltend, unbestimmt bleibt, zu 

A<a, + 1 =0 und C-« % ~^-i^ = o (By 
führt» Die erstere dieser Gleichungen dient zur Bestimmung der lA 

A enthaltenen Gonstante ^« Denn, da ag\^ss -^— -j-^T^st, so hat man 

dr 


•"^^^""^i^ 


2^ folglich ([^: 




welche» in Verbindung mit (A) und (B) die .beiden Grenzgleichnngen 
darstellt. Für den Tall, wo '9'(äs y^j{, 2(/))"==: Const. ist, reducirt sich 
die Gleichung (A) auf 

ans welcher, in Verein mit der Gleichung (B) hervorgeht, dass als- 
dann die Tangenten an den Grenz-Curven parallel mit einander sind. 
. Die Gleichung des §'s. 55 betrifft den Fall, wo der Widerstand 
der 2n<«> Potenz der Geschwindigkeit proportional gesetzt wird. 
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